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Einleitung

Die Idee zu einemSeminariiber BeschriftungsalgorithmeantstanchachmeinenerstenSe-
mesternals Assistentin Greifswald, alsich mich an denhiesigenLehrbetriebgevohnt hatte.
Ich war vorherim RahmeneinesForschungsprojektmit demTitel ,Ef ziente Algorithmen
zur Beschriftungvon Landkarten“an der FU Berlin beschéftigtund hatte dort deshalbnur
wenig mit der Lehrezu tun. Allerdings hatteich kurz vor meinemWechselhachGreifswald
geholfenanderFU ein SeminazumThema,Algorithmenfir die Linguistik* zuveranstalten.
Das SeminarhatteeinenfachertbegreifendenCharakterund wurde als Blockseminaran ei-
nemWochenendeor denTorenderStadtdurchgefihrtBeides sovohl die Interdisziplinaritat
als auchdie Veranstaltungsformkam bei den Studentergut an und fiihrte zu deutlichmehr
Diskussionerals ich esvon rein mathematischeSeminarenn der normalenUniumgelung
kannte.

Daswarendie Griinde,warumich auchin Greifswald dasExperimentBlockseminamwagen
wollte — dasersteseinerArt hier amInstitut fir Mathematikund Informatik, soweit ich weif3.
Das ThemazwischenMathematik,Informatik und Geogra e war durchmeineProjektarbeit
in Berlin vorgezeichnetBei derVisualisierungron Information,zum Beispielauf Landkarten
(Abbildung1), in Gra ken (Abbildung2) oderElektrophorese-Gel@bbildung 3), spieltdie
Beschriftungvon Gestaltungselementavie Punkten KreisenoderFlacheneinegrof3eRolle.
Besonderslurchdie Verbreitungdesinternetsist in denletztenJahrerauchdie Mengean zu
visualisierendemformationstarkangevachsen- unddamitderBedarfangutenundschnellen
Beschriftungsalgorithmen.
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Abbildung 1: Ausschnitt Abbildung 2: lllustration aus Abbildung3: Ausschnittaus
auseiner Internetkarteder einer mathematischerveréf- einem Elektrophorese-Gel.
FirmaMapQuest. fentlichung[QWXZ00]. Quelle:Internet.

Schonein Jahrbevor esiiberhaupstattind,bekamderinterdisziplindreCharakterdesSemi-
narsjedocheinenkleinenDampfer Am Lehrstuhlfir Geogra schelnformationssystemdes
benachbartenstitutsfiir Geogra e fandsich niemand,der Interessean einergemeinsamen
AusrichtungdesSeminarshatte.Deshalbwar ich sehrfroh, dassich Prof. WolfgangKresse



vom FachbereiclBauingenieurundVermessungsweselerFachhochschullleubrandenirg
alsVortragendemevinnenkonnteund mir auchmein ChefProf. PeterSchreibeiseineUnter
stitzungzusagte.

Obwohl ich denAnnahmeschlustirs VorlesungserzeichnislesSommersemeste2901 mit

meinerSeminarankindigungerpasshatte habersichfir GreifswalderVerhaltnisserstaun-
lich viele Studentenvon den entprechendeushangerzum Mitmachenlocken lassen.Zu

meinerFreudewarenneberDiplommathematikrnundLehramtlerrauchGeograferundeine
Biomathematikrin sowie ein ehemaligeStudentunserednstitutsdabei,derin derZwischen-
zeit in Gottingenstudiert.Die Themenwarenschnellvergebenund entsprachefeweils der
mathematischeworbelastung.

Die Themenkreisedie wir behandelwollten, warendie folgenden.

1. Wasist (gute) Landkartenbeschriftungnd wo auf3erhallder Kartogra e spielenBe-
schriftungsproblemaocheineRolle?

2. WelcheallgemeinerOptimierungserfahrenwurdenschonzum Beschrifteneingesetzt
undwie funktionierensie?

3. WelcheSpezialfalleder Beschriftungvon punktférmigenObjekten(etwa Stadteauf der
DeutschlandkartederProteineaufeinemElektrophorese-GeRannmantrotzderKom-
plexitat desallgemeinerBeschriftungsproblemsf zient oderwenigstenapproximatv
|6sen?

Wegender Erfahrungendie ich in Berlin gesammelhatte,habeich denSeminarteilnehmern
einenTerminplanvorgelegt, derverhindernsollte,dassdie Vortrageerstin derNachtvor dem
Seminarmchenendauf Folie gebanniverden.Teil diesesPlanswar es,die Teilnehmerdazu
zubringen,vier Wochernvor demSeminaiKurzzusammeifssungerhrer Vortrageabzugeben
und schonzwei Wochenvor dem Seminardie Folien oderwenigstensine Vortragslonzep-
tion vorzuleggen. Die ZusammerdssungemwurdendanndenanderenTeilnehmernibereine
SeminafWebseité zugéanglichgemachtso dassjeder sich zumindesttheoretischauch mit
den Themender anderenvertrautmachenkonnte.In der Praxiswurdendie Terminealler-
dings nur von einerkleinen Minderheitder Teilnehmereingehaltenln solchenSituationen
habeich mir doppeltso viele Teilnehmergeniinscht,so dassich mich mit der Drohung,je-
mandernvom Seminarauszuschliessemjcht lacherlichgemachthatte...Andererseitgyab es
aucheinenTeilnehmerder,seinen“Algorithmuskurzerhandmplementierthat,umihn beim
Seminarvorzufihren Anderewiederumhabensich sogutin ihr Material eingearbeitetdass
sie kurz vor dem Seminamocheinentechnischerfehlerin der Verdffentlichungbemerkten,
die sievorstellensollten.

DasGrosder studentischeortragewar dannauf gutembis sehrgutemNiveau— trotz des
wenig befolgtenTerminplangaberwie hatteesohneihn ausgesehen?pie QualitatderVor-
tragewar unabhangigon deneingesetzteifechnilen, die von handgeschriebendtolien bis
zur Powverpoint-Prasentatioreichten.In denDiskussionendie aufjedenVortragfolgten,ging
esdarum,sichnocheinmaldie Knackpunktedesebengehdrterzu vergegenwartigen.

Unser,Tagungsort'war dasFeriencamplrassenheidauf Usedom,n demwir sehreinfach,
aberauchausserspreisgunstigzon Samsta@uf Sonntagibernachteonnten.Tageslichtpro-
jektorund Beamemussterwir selbstmitbringen.Dafur konntenwir am Samstagbendeinen
langenStrandspazigangmit SonnenuntganggeniesserDen RestdesAbendshatein Teil-
nehmersehrschoénauf der Gitarrebegleitet, bis einernachdemandererden Anstrengungen
desTageserlag.

Die meistenTeilnehmeiriessensich anstecknvon derldee,ausdenVortragendiesesersten
Blockseminarslesinstitutsfir Mathematikund Informatik ein Preprintzu machenlch glau-
be,dasssichviele Studenterireuenwirden,wenndieseVeranstaltungsforrauchbeianderen

Lhttp://www.math-inf.uni-greifswald.de/~awolff/lehre/label_ss01/



DozenteraufInteressestieRe Die AusarbeitungemabendenCharaktekleiner Diplomarbei-
ten bekommenund warensehrgute Ubungenim Umgangmit mathematischefextverarbei-
tung (sprichLatex) unddazupassende#@eichenprogrammefx g undipe). MancheTeilneh-
merhabenihre AusarbeitunggumAnlassgenommengichmit demBetriebssysterhinux und
seinenMdoglichkeitenvertrautzu machenEswar fir alle Beteiligtenviel Arbeit, die Kapitel
diesesPreprintsimmer wiederdurchzulesenind zu verbessernaberich glaube,eshat sich
gelohnt.

In Kapitel 1 gibt PeterSchreibereinenEinblick in dasBeschriftungsproblerjenseitsderKar-
togra e. In denKapiteln 2 und 3 werdenallgemeineOptimierungserfahrenam Beispielder
Landkartenbeschriftungorgestellt: Michael Thon gibt eine Einfihrungin ganzzahligedi-
nearesProgrammierenTim Hoffmannin SimulatedAnnealing[CMS95 und genetischeél-
gorithmen[vDO01]. Besonderglie beidenheuristischerVerfahrenSimulatedAnnealingund
genetischélgorithmensindin der Praxissehrbeliebt,dasie sichleichtimplementiereras-
senund sich aufgrundihrer Allgemeinheitan verschiedeng@roblemspezi scheZielfunktio-
nenanpassefassenAllerdingssindsie meistdeutlichlangsameals spezialisierté/erfahren,
die die Geometriedes ProblemsausnutzefvKSW99] oder direkt den Kon iktgraphen der
Beschriftungskandidatevereinfichen[WWKSO01]. In Kapitel 4 zeigt Wolfgang Kressemit
einemAuszugausseinerDissertation[Kre94], wie man sehrallgemeinkartogra scheBe-
schriftung modellierenkann, so dassdie verschiedenemedeutungervon Stéadten Flissen
undL&ndernzum Tragenkommen.

In dendarauffolgendenvier Kapitelnwerdentheoretischinteressant&pezialfalledesallge-

meinenBeschriftungsproblemehandeltin Kapitel 5 untersuchKatharinaBach,wie man
mithilfe von exaktenAlgorithmenfir eindimensional@eschriftungsproblempHTC92] ap-

proximative Losungerfir zweidimensional®roblemeerhalt— falls alle Beschriftungerylei-

cheHbhehabenIn Kapitel 6 beschreibfuliaLdcherbacteinenverallgemeinerte®weepline-
Algorithmus [vVKSW99], der dasgleiche zweidimensionald’roblemauf ganz andereWei-

se,abermit demselbe\pproximationsaktor (ndmlich1=2) Ist. Sie hatdiesenAlgorithmus
schonfur eineGreifswalderBioinformatik-Firmaimplementiertin Kapitel 7 erklartKristina

Hanig, wasein rechtneuesApproximationsschemfeJS03, dasannahernanaximaleunab-
hangigeMengenin Kreisschnittgraphemdet, mit der Beschriftungsproblematiku tun hat.
SchlieBlichuntersucherstefen Rudnickund Paul Rosenthaln Kapitel 8 einesder wenigen
efzient exaktlésbarerSpezialfalledesallgemeinerBeschriftungsproblemstie Beschriftung
von Punktenmit méglichstgroRenQuadrattripelDQZ01]. Als Anregung zum Weiterma-
chen,zumeigenstandigeRorschergibt's in Kapitel 9 eineListe neuerund offenerFragenzu

Beschriftungsproblemedijeich letztenSommerzu einemandererAnlald (unddaherauf Eng-
lisch) zusammengetragdrabe Wer sicheinenUberblickiiberdasGebietverschafien mochte,
demseiein ,Besuch“derMap-Labeling-Bibliograpi [WS96 empfohlen.

Viel SpaldeimLesen!

Greifwald, im April 2002.

Alexanden\olff



Kapitel 1

DasBeschriftungsproblem jenseits
der Kartogra e

PeterSchreiber

Text ohneBilder vermittelt Informationin vielen Zusammenhangeauf eine sehr schwer

fallige, schwerverstandlicheschwerzu behaltend&Veise.Bild ohneZusatzwissertiberdas
Dagestellte(oft in Form von Text) ist fastimmer vieldeutig. Die richtige Kombinationvon

Text und Bild, seitdenAnfangender menschlicherkKultur mit mehroderwenigerGeschick
praktiziert,istim ZeitalterderelektronischetrKommunikationsmediewor gréRereHerausfor

derungergestelltalsje zuvor. Dabeisind praktischzwei Félle zu unterscheiden:

A) Wo und wie plaziertmanam gunstigsterBilder in einenText, damit der Leserein Bild
unddendaraufbeziiglicherText zugleichim Blick habenkann?In altenmathematischen
Werken wurde das Problemmanchmaltatséchlichdadurchgeltst,dassein bestimmtes
Bild, aufdassichein mehrereSeitenlangerText oderverschiedenejoneinandeentfern-
te Textstellenbezogenauf mehrerenSeitenwiederholtwurde (so z.B. in der vielmals
nachgedruckteikommentierterEuklidausgbe (1574f) desChristophClavius). Umge-
kehrtkenntjederLeseralter Buicherdie durchdie damaligerDrucktechnilen begriindete
Praxis, Abbildungenin ausklappbaremafelnam EndedesBuchesunterzubringenDer zu
A) entggegengesetztéall

B) ist derim Bild verteilte Text, wie ihn jedermannvon Landkartenund Stadtpléanenaber
auchvon technischerZeichnungernund naturwissenschaftlichesdermedizinischerAb-
bildungenkennt,sieheAbbildung1.1.Im wesentlichererstim 20. Jahrhundersetztesich
fur technisch&eichnungemlie Praxisdurch,nur ZahlenoderBuchstaberim Bild zu pla-
zierenunddiesedurcheineLegendezu erklaren sieheAbbildung1.2.

Ist Text anvielen jeweils eindeutigzugehérigerTeilen einerbereitsvorliegenderKarte oder
sonstigenbildlichen Darstellungzu plazieren,so entsteherdie typischenProbleme,denen
diesesSeminamgevidmetist. Dabeispieltesabergar keineRolle, dassText in Bildern zu pla-
zierenist. Es kommtauchvor, dasszu bestimmtenPunkteneinesBildes zusatzlicheBilder
gehdren(sieheAbbildung 1.3), dasszum Beispielallen StadtereinerLandkarteeine Ansicht
einestypischenBauwerlesder betrefendenStadtangeheftetverdensoll oderdasszu vielen
TextstellenAnmerkungermder Kommentaregehdrendie als solchein denText einzubauen
sind.Im ZeitalterdesComputerspieltnundie Gré3ediesereinzusetzendeBilder oderTexte



Abbildung1.1: DampfhammerZeichnungdesEr nders JamesNasmyth1839zumZweckder
Patentanmeldungit viel erklarendenText. Quelle:[SRW* 81].

oft keineRolle mehr:Esgenigtein FeldzumAnklickenzu plazierenwodurchdasEinzuset-
zendedannaufgeruferwird, undmankanndiesenProzesslesAufrufenssoaar iterieren.

Beschriftungsproblemganz andererArt entstehenyenn Bilderzeugungund Bildbeschrif-
tung so miteinandeverzahntsind, dasssie sich gegenseitigbeein ussenWir betrachterda-
zu im folgendendenFall der EntstehungeinergeometrischekonstruktionnacheinemPro-
gramm(Konstruktionsalgorithmus)nd den Fall desZeichnensvon GraphenderenKnoten
nicht mehrals punktférmigangenommemerdenkénnenbzw derenKantenzusatzlicheBe-
dingungenrzu erfiillen haben da sie mehroderwenigerumfangreicheBeschriftungertragen
mussen.

Zu denElementarschritteron numerischerAlgorithmengehdrenbekanntlichErgibtanwei-
sungend.h.BefehlederallgemeinerForm

z:= F(xy;::)

mit der Bedeutungfihrean denObjekten(Zahlen),die zur Zeit unterdenAdresserx;y;:::
gespeichersind, die OperationF ausund speicheredesResultatunter der Adressez (d.h.
in der Speicherzellenit diesemNamen) wobeidervorhegehendédnhaltdieserSpeicherzelle
automatisclgeloschbzw tberschriebewird. Ein ElementarschrittinergeometrischeKon-
struktionsanweisunpat syntaktischim wesentlicherdie gleicheGestalt.Nur die zugehdorige



Abbildung 1.2: ZeichnungeinesAnalog-Digital-Wandlersum 1944 von KonradZuse,eben-
falls zur PatentanmeldundQuelle:[Zus01].

Semantikist etwasandersDie Zeichen achehathier die FunktiondesSpeichersin demge-
wisseObjektedurchEinzeichnemespeicheminddurchHeranschreibemon Namenadressiert
sind,undzugleichdie FunktiondesRetenwerles in demandengespeicherte®bjektenbe-
stimmteOperationerausgefiihriverden ZumBeispielbedeutey := L(A; D) folgendesSuche
im Speicher(in der Zeichen ache)diejenigenPunkteauf, die zur Zeit die Adressem bzw. D
tragen fuhreanihnendie OperationL desVerbindensausundadressierélie entstandenSe-
rademit g. Derwesentlichst&nterschiedzurnumerischefrgibtanweisungst, dassdurchdie
Neuwergabeder Adresseg diesenicht automatischvon eineranderenGeradenverschwindet,
welchewomdglichvor der AusfiihrungdesbesprocheneBchrittesdieseAdresseschontrug.
Im FallegeometrischeKonstruktionerist die SemantikderErgibtanweisungernlsodurchden
Befehlzu emanzendie neuvergebeneAdressean den Stellen,an denensie vorherstand,zu
I6schendamitjedeAdressezu jedemZeitpunkteineeindeutigbestimmteBedeutundat. (Es
genigtausdieserSicht, die Adressestattdesadressiertei®bjekteszu tilgen, da der Zugriff
auf Objektenur durchihre Adressererfolgenkann,ein Punktodereine GeradeohneAdresse
alsoéhnlichwie eine PersonohneAusweisin keinem,of ziellen* VorgangeineRolle spie-
len kann.) DiesezusatzlicheAnweisungist nicht immer leicht realisierbar Sie soll ja — wie
Uberhaupein Algorithmus—im Prinzipvon einemgeeignetertechnischemfpparat,ohneln-



Abbildung 1.3: Im 15. Jahrhunderangenommen8eziehungerder Tierkreiszeicherzu ver-
schiedene®rganenundihrenErkrankungenQuelle:[FM37].



telligenz,ausfuhrbasein.Hinter der Léschanweisungerbimgt sichalsoein Suchprozesglie
bereitsvergebeneAdressein der Zeichen &chewiederzu nden.lst ein Algorithmus zyklen-
frei, so kann man ohne Neuwergabe bereitsvergebenerAdressenausiommen.Zum Wesen
zyklischerAlgorithmengehortes aberunvermeidlich,dassbestimmteAdresserneine unvor-
hersehbaré\nzahl von Neuzuweisungernon Bedeutungemekommen.Man wird insbeson-
deredie in numerische\lgorithmenunproblematischeselbstbezliglicheAnweisungerder
Formz:= F(zXx;:::) mittelseinerzusatzlicherAdressew in w:= F(zX;:::), z:= wvernan-
deln, da einerseitsz erstneu vergebenwerdendarf, wenn die alte Bedeutungvon z getilgt
ist, andererseitslie alte Bedeutungvon z fir die Konstruktionder neuenBedeutungvon z
nochgebrauchtvird. Beim numerischerrbeitentritt diesnichtauf, weil die Neuberechnung
von z im Rechenwerlerfolgt, der alte Wert von z aberim Speichersteht.(Beim Konstruie-
renvon Handwerdendieseundviele andereSchwierigkeitendurchunbeavusstesntelligentes
Handelnverschleiertich ,merke mir* z.B. fur einekurze ZeitspannewelcherPunktz schon
dawar undwelchenich neukonstruierthabe.)Wegender Mehrdeutigleit manchetypischer
geometrischeOperationenz.B. habenzwei sich schneidend&reise im allgemeinerzwei
gleichberechtigt&schnittpunkte)der Notwendigleit, mitunter nichtdeterministisch&chritte
(in Gestaltder Wahl willkirlicher ,Hilfs“-Punkte, der Auswahl einesvon mehrererununter
scheidbare®bjektenoderder Notwendigleit, eine Reihenfolgein einerMengevon gleich-
artigenund vertauschbareiieilprozesserzu wéhlen)und andererSpezi ka ist der Entwurf
problemorientierteProgrammiersprachdiir verschiedenérten geometrischeKonstruktio-
neninsgesamkeineswestrivial. Fir Detailsseiauf[Sch75 Sch84 verwiesen.

Eineweitere—freilich im ZeitalterdesComputerzeichnenseistnur nochtheoretischnteres-
sante- Schwierigleit bestehtarin,dassheigewissenzyklischenKonstruktionsprogrammmen
nichtnurdie AnzahlderkonstruierterPunkte(oderandererObjekte)in Abhangigleit vonder
speziellenEingabe gur unbeschrankwachsenkann, sonderndie zu adressierendeRunkte
sich beliebighaufenkdnnen,so dassdie Zuordnungzwischenden Punktenund ihren anzu-
schreibendedressemraktischundurchfuhrbawird. Hierbeisind die zwei folgendenFélle
zuunterscheiden:

a) Die SyntaxderProgrammierspracHéasstnur einfache d.h.nicht parameterabhangiged-
ressenzu. Dann kommtin jedem Programmnur eine feste Zahl von Adressenvor, die
lediglichim Falle zyklischerProgrammainbeschrankoft neuvergeben(neubelegt) wer-
den.

Ein einfacher abercharakteristischeFall ist dasMesseneiner durch zwei PunkteA, B
gegebenerstreclenlangebeziiglicheinerdurchzwei PunkteO, E gegebenerMalieinheit.
NachdemdurchfortlaufendesAbtragender Einheitsstreck auf dem Strahlvon A nachB
derPunktB in ein Intenall zweierbenachbartedPunkteC, D mit ganzzahligehangenn =
JjACj, n+ 1 = jADj eingeschlosseist, sind dieseunterenund oberenNéherungswerteis
zum ErreicheneinervorgegebenerGenauiglkit durch Halbierung(oder Zehnteilung)der
jeweils vorliegenderStrecle CD zu verbesserrDaseigentlicheResultaderKonstruktion,
die angenahert®al3zahlder Strecle AB, wird bei einersolchenKonstruktiongevonnen,
indemunterzwei Adresserx, y derSorte,rationaleZahl“ derFortgangdesMessprozesses,
d.h.die jeweils erreichteuntere(LAngeAC) und obere(LadngeAD) Schranke derMaf3zahl
gespeicherwird. Im Falle der Streclenhalbierungkommt danndas Programmmit den
Adressem, B, C, D undM (Mittelpunkt der Strecle CD) sawie x undy aus,wobeiaber
die AdresserC, D undM animmerneuePunktezu vergebensind, die sichum B haufen.

Abhilfe kann hier durch eine modi zierte Semantikdes Konstruierenggeschaen wer
den,die auchin andererFallen(z.B. beim Ausradierervon Hilfslinien) eineRolle spielt
[Sch9]: Man lassedasTilgen von Objekten(in diesemFall dasTilgen der nicht mehr
bendtigterPunkteselbstundnicht nurihrer Adressenjpls Konstruktionsschriteu.

b) Aus inhaltlichen Griindendes zu programmierendefrozessesst eine ,Adressenrech-
nung“ nétig, d.h. esgibt z.B. potentiell beliebig viele PunktadresseR(n; m), wobei die

10



natdrlichenindicesn, m ihrerseitsdurch dasProgrammimmer neueWerte erhaltenund
einewachsend&ahl derkonstruierterPunktenicht wieder,vergesseniverdendarf. Dies
ist u.a.in Konstruktionsprogrammefiir potentiellunendlichausgedehntBarkettierungen
erforderlich. Spielt sich eine derartigeKonstruktiondannnochin einemeuklidisch be-
schrankterModell derhyperbolischerGeometrieab, dasin die euklidischeZeichenebene
eingebetteist, sowerdensichdie zu konstruierendefunktegegendenRanddiesesMo-
dellsbeliebighaufen.

Abbildung1.4:,Kreislimit 11l von M. C. EscherHolzschnitt(1959).

Als lllustration verweisenwir auf einesder unter dem SammelnamenKreislimit* von
M. C. EscherentworfenenMuster (Abbildung 1.4), bei denenes sich um nichts ande-
res als die kunstlerischausgestaltet® asterungder nichteuklidischerEbenemit einem
archimedisch-halbgilarenParkett handelt EschetatdabeidasPoincaré-Modelter hy-
perbolischerGeometridm InnerneinesKreisesbenutztweil sichbei diesemModell (im
Unterschiedzu demebenélls innerhalbeinerKreisscheibexistierenderKleinschenMo-
dell) die Konstruktionemmit Zirkel und Lineal im hyperbolischerSinn durch Konstruk-
tionenmit euklidischemZirkel und Lineal realisierenlassenSch84 Kap. 2.6], [Sch94.
In einemsolchenFall wirde die Plazierungvon immer mehrimmer dichter beieinander
liegendemdresserein unlésbare®roblemdarstellen.

Im konkreterFall 16stsichdasProblempraktischdadurchdasdie AdressierunglerPunk-
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te sozusageindirekt durchihre Lageim bereitskonstruiertenTeil desParketts gegeben
wird. (Bei im weiterenSinneregelmafRigenParkettengibt es natrlichin diesemSinne
LununterscheidbarePunkte mit deneraberauchin gleicherWeiseweiterzu verfahrenist,
sodasshierwiederdasobenskizzierteProblemeineRolle spielt,einewillkirliche Reihen-
folge vonvertauschbaremeilkonstruktionersyntaktischkorrektzu beschreiben Zugleich
wirft diesabereuetheoretisché&ragerfir die benutzteProgrammierspracheuf: Wie for-
muliertmanin bezugauf ein gegebenegMuster” (als Adressenersata)nzweideutigd.h.
im Prinzip fir eine Maschineverstandlichmit welchenPunktender nachsteKonstrukti-
onsschritauszufuhrerst?

Ein interessanteGpezialall des Adressierensm Zusammenhangnit geometrischerkon-
struktionenist die Nutzungder Zeichenebenals konstruktives Modell einer anderengeo-
metrischerStrukturin solchenFallen,in denendie ZuordnungzwischendenPunktenderzu
modellierenderStrukturundihren Bildobjektenin der Ebenenur dadurcheineindeutigwird,
dassmansichzweiodermehrExemplareder Ebenelibereinandeyelegt denkt.Realisiertwird
diesdadurchdasdlie effektiv verwendetePunktebzw. sonstigerObjektedurcheinenzusétz-
lichenIndex alsdereinenoderandererEbenezugehdrigausg&iesenwerden Der einfachste
und bekanntestd-all ist dasZweitafelerfahrenvon Monge, wenn man eswirklich als ein
ebenedModell desgesamterRaumesauffasserund nicht (wie in dertechnischerPraxisiib-
lich) nur beschrankté®bjektedarstellenwill und daherdie ,untere* Halbebeneals Bereich
desGrundrissesinddie ,obere" Halbebeneals BereichdesAufrissesgenugt.Im allgemeine-
ren Fall ist — wie in [Sch84 Kap. 2.2] ausgefuhrt- jeder gegebeneoderkonstruiertePunkt
durcheinenindex als Grundrissbildoderals Aufrissbild einesRaumpunktegu charakterisie-
ren,wobeieinundderselb@unktmit zweifacherBeschriftungin dieserDoppelrolleauftreten
kann.Ein analogerwenigergelau ger Fall tritt auf, wennmandie gnomonischdrojektion
benutzt,um ein ebenekonstruktvesModell derKugelober dchezu erhaltenSch93. Dabei
wird vom Zentrumder Kugel auf dieTangentialebenernweierdiametralgegeniberligender
Punkteprojiziert, und die so erhaltenerebenerBilder zweier komplementareHalbsphéaren
werdenlibereinandegelat. In dieserKarte lasstsich, wie in [Sch93 ausgefuhrivurde,u.a.
dasProblemderkiirzesterVerbindungzweierPunktemit demeuklidischerlineal konstrukti
I6sen,aberauchhier tritt wiederjederPunktder Karte in der Doppelrolleals ein Punktder
.Nord-“ undzugleichalsein Punktder,Sud-“halbkugelauf undist durcheinenentsprechen-
denindex anseinerAdressezu charakterisieren.

Bei den bisherskizziertenProblemenschreibtder fortschreitendekonstruktionsprozesdie
Lagederzu adressierende®bjektezwingendvor, wahrender selbstandererseitshnediese
Adressierungnichtweiteigefiihrtwerdenkann.Von ganzandereArt ist dasBeschriftungspro-
blembeimZeichnervon Graphemit zu beschriftendeiKnotenund/odeiKanten Hier ist die
metrischeRealisierungleszu zeichnendeminbeschrifteteiGraphenm allgemeinerbeliebig
odernur schwachdurchbestimmteaNebenbedingungefetwa, dassdie Kantengeradlinigoder
stiickweisegeradedagestelltwerdenoder sich nicht Gberkreuzeroder mit nicht zu spitzen
Winkelnnebeneinandéan einenKnotenmiindersollen,oderdassbeigerichteterBaumender
Eingangsknotenoben* liegenunddie hierarchisché&trukturschichtweiseabgebildetverden
soll) eingeschranksodassderKonstruktionsprozestesGrapherim Prinzipvom nachtragli-
chenBeschriftungsprozeggetrenntozw. ein schongezeichneteGraphnachdenNotwendig-
keitenderBeschriftungnachtraglichkdeformiertwerdenkann.DerartigeProblemesind schon
seit1963in derLiteraturbehandeltvorden[Tut63 Knu63 DETT98 BWO0O, KWO01] undwie
sich zeigt, auchohneBerticksichtigungler Beschriftungschwer Wahrenddie Beschriftung
derKnotennur davon abhangtwieviel Platzfir denjeweiligen,Text* (eskannsichauchum
anderdnhalte,z.B. Symboleoderkleine Bilder handeln)endtigtwird, erfordertdie Beschrif-
tungvon KantenunterUmstandengdasdie Kantenlanggenugdfir inrenText sindoderdasgie
Text tragenderTeile der KantenzwecksbesserekLesbarkit waagerechverlaufensollen.Ei-
nige,zumTeil historischeBeispielehierzusollendenArtik el beendensieheAbbildungenl.5
bis1.9.
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Abbildung1.5:Dehnsche&ruppenbildiesfreienProdukteson zweizyklischenGrupperder
Ordnunger2 bzw. 3. Die KantenohnePfeil stellenAnwendungeinesGruppenelementder
Ordnung2, die mit Pfeil AnwendungeinesElementgderOrdnung3 dar. Die Knotensindmit je

einemderBuchstabei(lau),g(riin),r(ot) markiert.Man hatsichdenin Wahrheitunendlichen
Graphennachder erkennbarerRegel fortgesetztzu denlen. Er dient zur Visualisierungder

BeweisideedesHausdorfschenKugelparadoxonuelle:[Bri92].
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Abbildung 1.6: Die Technik,abstrakteBegriffe und BeziehungerzwischenihnendurchGra-
phenmit beschrifteterkKnoten und beschrifteterKantendarzustellenywurde schonim Mit-
telalter zu hoher Blute entwickelt. Der gezeigteGraph stellt Beziehungerzwischenden
vier ElementenErdteilen,Tierkreiszeicherund Temperamentedar. (Quelle:Bibliothek des
St. Johns College, Oxford, Ms. 17, Fol. 7v.)
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Abbildung 1.7: ,.Baum der Wissenschaftenton Raimundud_ullus (1295/96).Graphentheo-
retischbetrachtethandeltessichum einenWurzelbaumyon dessenWurzel zwei Teilbdume
ausgehendie Wurzelim botanischerginnund die Krone. Wahrenddie Endknotenrder Wur-
zeldirektbeschriftetsind, sinddie Beschriftungerder Endknoterder Kronedenzufiihrenden
KantenzugeordnetUm die Platzproblemeulésen,wurde,wie auchin Abbildung1.8,reich-
lich Gebrauchvon Abkiirzungergemacht.
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Abbildung1.8: BaumderTugenderund Baumder Laster(14. Jh.).Quelle:Hessisché.andes-und Hochschulbibliotheldarmstadt.



Abbildung1.9: AusschnitteinesStammbaumeerspanischemlerrscherll.—16.Jahrhundert.
Quelle:[Sok93.
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Kapitel 2

LinearesProgrammieren

Michael Thon

Die (lineare)Optimierung ndet ihren Anfang 1939 bei Kantoravich [Kan39. Von Dantzig
wurde1947dasSimplexverfahrenentwickelt [Dan5]], welchesbis heuteein Standarderfah-
ren zur LésunglinearerOptimierungsaufgbendarstellt.Die allgemeineProblemstellungler
Optimierunglautet: Findemax f (x), wobeix 2 X. Dabeiwird die zu maximierendd-unktion
f(X) Zielfunktiongenanntwahrendx gewissenNebenbedinguren unterliegt.

Bei derlinearen Optimierung— auchlineare Programmierung LP) genannt- wird zuséatzlich
die Linearitatder Zielfunktion und der Nebenbedingungegefordert.JededineareOptimie-
rungsproblenasstsich durch Umformungen,ggf. durch das Ausdriiclen einer Gleichung
ai;x = b durchdie zweiUngleichungera;x bund aix b undggf. durchdasAufteilen

einerreellenVariablenx; in zwei nicht-negative Variablenx; ;X 2 R§, wobeix = X7 X ,

in die folgendeForm bringen:

maxcix;+  + CphXn, wobei
arixg + + AinXn by bzw in max CTX; wobei
; Matrix: | py
: schreib- “in
amX1+  + amn  bm weise: x2 (Rp)
X115 % 2 R

Anwendung ndet daslineareProgrammieremau g bei Produktions-oder Transportproble-
men,wo es darumgeht, begrenzteRessourcemptimal einzusetzenAuch Netzwerk-Fluss-
Problemesind ein typischesAnwendungsgebieDabeigehtesdarum,denFluss(z.B. Daten-

verkehr)durchein Netzwerkzu maximierenwobeidie einzelneriVerbindungenm Netzwerk

eineunterschiedlichenaximaleLast(Bandbreitefragenkénnenwie in Abbildung2.1damge-

stellt.

DiesesProblemsoll nun exemplarischals linearesOptimierungsproblenmodelliertwerden.
Dazunumeriertmandie Kantendurchundteilt jedeKantein zwei gerichteteKantenauf. Den
Flussdurch dieseKantenbezeichneman dannmit x° undx , den Gesamt ussdurch das
Netzwerkmit X, wie in denAbbildungen2.1und2.2 dalgestellt.

DannbeschreibfolgendedinearesOptimierungsproblerdasFlussproblemgesserOptimum
bei einemGesamt ussvon 6 liegt:
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X3
\ /\ 6 ¢
Abbildung2.1: Netzwerk-Fluss-Problem Abbildung2.2: Modellierungals LP

max Xo unterdenNebenbedingungen:

3 3
7 X3 X, 7~ DerFlussdurcheineKantewird durchihre Maximallast
6 6 E begrenzt(hier neunPaarevon Ungleichungen).

8
DX FX F X =X F X+ Xy 2
Gleichgavicht zwischenEin- und Aus uss

SX0FEX FX =X H X > beidenKnoten(hier sechsGleichungen)

Um nun zu einem Ldésungsansat£ir lineare Opti-
mierungsproblemezu gelangen, benétigt man noch
einige Begriffe und Feststellunger(siehe hierzu auch
Abbildung?2.3).

X2

{ Zielfunktion

DieMengeM := fx2 (Rj)"jAx bgderPunkteim R",
die denNebenbedingungegeniigennenntmandie zu- Ecken
lassige Menge. Ein Punktx derzulassigeengeheif3t
optimal wennc™x  cTxfiirallex2 M gilt. Mankann
leichtzeigendass

1. diezulassigeMengeein korvexesPolyedemildet,

2. falls ein optimalesx 2 M existiert, so existiert

auchein optimalesx 2 M, dassogar EckevonM  Abbildung 2.3: Geometrischén-
ist. terpretatioreinesLPs

Dies motiviert als Losungsansatden Simple-Algorithmus der 1947 von Dantzig [Dan5]]
vorgestelltwurde,sieheAbbildung2.4. Als Eingabebendtigtder Simplex-Algorithmusdie zu
maximierende&ielfunktion und die Angabeder zulassigerMengein Form der Nebenbedin-
gungenAls AusgabeerhdltmaneineoptimaleLdsung,falls dieseexistiert.

Falls der Simplex-Algorithmus einenHalbstrahlals Kante der zulassigenMenge auswahlt,
entlangdemdie Zielfunktion also zunimmt, bedeutedies aufgrundder Linearitatder Ziel-
funktion geradedasseskein Optimumgibt, sondernder Wert der Zielfunktion unterBeach-
tung der Nebenbedingungebeliebig verbessertverdenkann. Der Algorithmus bricht dann
ah

Meist existiert mehrals eine Kante,entlangder die Zielfunktion verbessertverdenkann.Es
kanndannvon groRemVorteil sein,einegeschickteKantenauswahl zu treffen. Setztmandas
rechtnaheliggendeAuswahlprinzipvoraus,bei demdie Kante mit demgrof3tenZuwachsder
Zielfunktion gewahlt wird, so hatder Simplex-Algorithmusim schlechtestefall exponenti-
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SIMPLEX-ALGORITHMUS X2 A

FindeeineEcke vy derzuldssigetMengeM Vi -
V. Vo DT 4 ,/&3
while (9 Kantek 2 M, die vonv ausgeht, )
entlangderc’ x zunimmt)do Loy
if (k Halbstrahl)then halt |
else
v zuvnéachsteEcke von M aufk \

»

¥ Vo U Zielfunktion X1

end

Abbildung2.4: Pseudocodand geometrischénterpretatiordesSimplex-Algorithmus

elle Laufzeit[KM72].

Esgibt zwarauchAlgorithmenzurlinearenOptimierungdieim schlechtesteRall nurpolyno-
mielle Laufzeithabenwie etwa denvon KarmarkarfKar84), allerdingshatsichder Simplex-
Algorithmusin der Praxisbewvéhrt und ist paradorrweisemeistsogar schnellerals der von
Karmarkar

Als Ausgangspunkfir einentieferenEinstieg in dasumfangreicheThemader linearenOp-
timierungkanndie LinearProgramming-BQ desamerikanischei®ptimizationTechnology
Centerim Internetempfohlerwerden[Fou0Q.

2.1 GanzzahligedinearesProgrammieren

Beim ganzzahlign linearen Programmieren(englisch
integer programming IP) fordertmanzusétzlichx 2 Z". 4 LP-Optimum
Solche Probleme ndet man oft, da viele Ressourcen *2

nur in ganzzahligerStickzahlervorliegen. Man tber
legt sich leicht, dassdasOptimum deszugehdérigeri-
nearerOptimierungsproblemsineSchranke fir dasOp-
timum des IP-Problemsist, da die diskrete zulassige
MengedesIP-Problemseine Teilmengeder zuldssigen
MengedeszugehdrigerinearenOptimierungsproblems
ist. Man kommt schnellauf die Idee, einfachdaslinea-
re Optimierungsproblenzu I6senund dannzu runden,
dochdiesliefertim AllgemeinerkeineoptimaleLdsung,  Abbildung2.5: Ganzzahliges-
wie Abbildung2.1zeigt. neareProgrammieren

'\IP-%ptimum
O

Ein Spezialall deslP ist das0-1-1P. Dabeiwerdenfir die einzelnerVariablennur die Werte
0 und 1 zugelassenSolche0-1-Variablenkénnendazubenutztwerden,logischeNebenbe-
dingungenalslineareGleichungeroderUngleichungerzu formulieren,wie in Tabelle2.1zu

seherist. Dabeientsprichtdie Zahl 0 demWahrheitswerfalsch und 1 wahr.

FurIP-ProblemesindzweiLdsungserfahrensehrverbreitetdas1 958von Gomoryvorgestell-
te ScnittebenerVerfahren[Gom58 unddas1960von Land und Doig beschriebenBranch-
and-BounéVerfahren[LD60]. Oft wird aucheine Kombinationvon beidenangevandt, was
mandannmeistals Branch-and-CutVerfahrenbezeichnet.

Beim Schnittebenererfahrenwird schrittweisedaszugehérigeL P geldstund die optimale
Ecke v, wenn sie nicht ganzzahligist, ,abgeschnitten”indem weitere Nebenbedingungen
(Schnittebenenhinzugefligtwerden,die die zulassigeMengedeslIP nicht verandernjedoch
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x10rxg | xpandx; | xgnandxz | x1) X2 | glaax b)or (ax by
2ax My b >
X1+ X 1| X+X=2|X+X%X 1|[x % 0 S ax M1 vy b2>
" y2f0;1g; M grol3

Tabelle2.1: LogischeVerknipfungenvon Nebenbedingungekdnnendurch Ungleichungen
mit denentsprechended+1-Variablencodiertwerden.

die zulassigeMengedesLPsum mindestens echtverkleinern Esistimmermaoglich, Schnit-
tebenerso anzugebendassdasSchnittebenererfahrennachendlichvielen Schrittenbei ei-
nemOptimumdesIPs abbricht,jedochist die Ef zienz desVerfahrendn starkem MalRevon
einergeschicktetwWahl der Schnittebeneabhéngig.

Die IdeedesBranch-and-Bound-&ffahrendestehtarin,die zulassigs¢MengedeslP-Problems
immer weiter zu zerteilen(brancing), wodurchman einenBaumausTeilproblemenerhalt.
DieseVerzweigungihrt mansolangefort, bis manbei einerMengeangelangtyon derman
weil3, dasssie dasOptimumnicht enthalt(bounding. Am EndediesesProzessestellendie
Blatter desBaumesmoglicheLdsungendar, von deneneine optimal ist, falls eine optimale
Lésunguberhauptexistiert. Fiir dasBoundingbendtigtmanguteobereund untereSchranken
fur dasOptimumder Zielfunktion bei gegebenerzulassigerMenge.Beim Branchengibt es
meistmehrereMdéglichkeiten, von deneneinige bessemgeeignetsind als andere Fernerhat
man bei diesemVerfahrendie Freiheit,den Baum der Teilproblememit einer Tiefen- oder
einerBreitensuchstratge aufzubauen.

Fur dasganzzahligdineare Programmierergibt es nicht generische.dsungserfahren,wie
denSimplex-AlgorithmusbeimLP, sondermur VerfahrenderenkEf zienz vonweiteremwWis-
senuberdaskonkreteProblemabhangt.

2.2 Anwendung bei der Landkartenbeschriftung

Um einenEindruckdavon zu bekommen,wie ganzzahligedinearesProgrammieretbei der

Landkartenbeschriftungngevandtwerdenkann,soll daseinfacheProblemderPunktbeschrif-
tung mit achsenparalleleRechteckn gegebenerGréReim 4-Positionen-Modelkls 0-1-1P

modelliertwerdenDabeibedeuteti-Positionen-Modelldasdiir jedenzubeschriftendeunkt
p geradalie vier achsenparalleleRechteck gegebeneGroflie die p mit einerEcke berihren,
alsBeschriftungskandidatdmenutztwerden sieheAbbildung2.6.

De nition 2.1 Unter demProblemder Besdiriftungs-Anzahl-MaximierungBAM) versteht

i\1j=0 8i6 j,

jederPunkthéthstensineBesdiriftung erhalt und

jLj maximalist.
Um Relationerwie UberschneidungwischendenBeschriftungskandidateru erfassenbietet
essichan, die Mengeder Beschriftungskandidatesis GraphenaufzufaissenMan berechnet
alsozunachstlenKon iktgraphenG = (B; E) zur MengederBeschriftungskandidateba es

im 4-Positionen-Modelfjerade4n Beschriftungskandidategibt, kannmandenKon iktgra-
phennak in O(n?) Zeit berechnenAllerdingsist die Zahl k der Paarevon sichschneidenden
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Beschriftungskandidatdwei v erniinftigen“Landkartemicht quadratischsonderreherline-
ar, sodassessichlohnt, einenoutput-sensitiverhlgorithmuszu verwendengdasheifdteinen
Algorithmus,desseriLaufzeitnicht nur von der Grof3e4n der Eingabe,sondernauchvon der
Groliek der AusgabeabhéngtEin Beispieldafirist der SweeplineAlgorithmusvon Edels-
brunnerundMaurer[EM81], desserLaufzeitO(k+ nlogn) betragt.

Um auszuschlieBemassein Punktmit mehrals einerBeschriftungverseherwird, fligt man
nochKantenzwischenallenBeschriftungskandidatdminzu, die zu einemPunktgehdrenund
erhaltsodenerweiterterKon iktgraphen,sieheAbbildung2.7.

De nition 2.2 Der GraphG = (B; E) wird als Kon iktgraph (KG) der Menge B der Besdrif-
tungskandidatebezeitinet,wenn

desserkKnotengeradedenBesairiftungskandidateentspeden

zwishenzweiKnotengenaudann eine Kante existiert, wennsich die entspechenden
Besdtriftungskandidatefiberschneiden.

Ein Kon iktgraph G = (B; E) wird als erweiterterkon iktgraph (EKG) bezeitinet,wennzu-
satzlidh Kantenzwistenallen Bestiriftungskandidaterglie zueinemPunktgehden, existie-
ren.

Abbildung 2.6: Das Beschriftungsproblem
BAM im 4-Positionen-Modell. Abbildung2.7: Darstellungals EKG.

Eine zulassigeBeschriftungder PunktmengeP entsprichtdanngeradeeiner unabhangign
Menge U von Knotenim erweitertenKon iktgraphen, alsoeinerMengeU B mit der Ei-

genschaft8hbi;b; 2 U; i & j gilt (bj; bj) 6ZE. DemnachentsprichteineoptimaleBeschriftung
der Punktmengd® geradeeinerunabhangigeiMengemaximalerKardinalitatim erweiterten
Kon iktgraphen.

Daim 4-Positionen-Modeltu jedemPunktvier Beschriftungskandidategehérenkannman
jedeTeilmengeBx B durcheinen4n-Tupelx= (X1;:::;Xsn) ausNullen und Einsendarstel-
len,indemmanfir allei festlegt x; := 1 genaudann,wennb; 2 By, ansonsterx; := 0. Damit
kannmannun die Menge Xy aller unabhéngigeMengenvon Knotenausdem erweiterten
Kon iktgraphen G — und dieseentsprichtgeradeder Mengeder legalen Beschriftungerder
Punktmengé — durchlineareNebenbedingungeiolgendermafienharakterisieren:

Xy =fx2f0;1g"j8(bi;bj) 2 E;i6 jgiltx+x 1g.

Dabeibesagdie Bedingungx; + Xj 1 geradedasshdchstenginedersichausschliefienden
Beschriftunger(da (bj; bj) 2 E) in einerunabh&ngigeengevorkommenkann(sieheauch
Tabelle2.1).

Fernergilt offenbar:jByj = x;+  + X4n. Somitist dasurspriinglicheBeschriftungsproblem
BAM im 4-Positionen-Modeléquivalentzum0-1-1P:
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max(xy+  + X4n), Wobeix= (X1;:::;Xan) 2 Xy.

Um dieses0-1-IP zu I6sen,habenVerweij und Aardal [VA99] einenBranch-and-Cut-Algo-
rithmus entwickelt, wobei sie die besondergieometrischdNatur desBeschriftungsproblems
ausnutzenyum geeigneteSchnittebenesawie guteobereund untereSchranlkenfir dasjewei-
lige OptimumeinesTeilproblemszu nden.

ZumAbschlussoll nocheininteressanteSrgebniszumallgemeinere®AM-Problemmit Be-
schriftungskandidateim 4-Schiebe-Modelgenanntwwerden.Vom 4-Schiebe-Modelspricht
man, wenn als BeschriftungskandidateeinesPunktesalle achsenparalleleRechteck ge-
gebenerGréRiRe,die den Punkt beriihren betrachtetwerden.Durch eine geschickte0-1-1P-
Formulierungist es Klau und Mutzel [KM0O] erstmalsgelungen einenAlgorithmus anzu-
geben,der dasProblemnochmit einer Eingabegrof3evon 600 zu beschriftenderfPunktenin

vertretbarelLaufzeitldsenkann.Esist erstaunlichdasssie zur Losungdeskontinuierlichen
Schiebe-Modell®in diskretes0-1-1P verwendenAllerdings stellensie fest, dasdie Laufzeit
beim optimalenL&sensehrunterschiedlichauf ProblemegleicherEingabeyréReverteilt ist.

Soschreibersie Uberein verwandtesProblem[KMO02], dasshr Algorithmusbei denmeisten
Problemerwenigerals eine Sekundéendtigt,bei einemjedochganze68 Minuten.
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Kapitel 3

Simulated Annealing und
genetischeAlgorithmen

Tim Hoffmann

Bei der Anordnungvon Punktbeschriftungeist eine Lageder Labelzu nden, sodasssich
moglichstwenige Gberschneidemder entferntwerdenmiissenMan kann diesenSacher-
halt auchals allgemeineOptimierungsprobleni(g; c(g)) : g 2 Gg betrachtenDabeiist die
Grundmengés die Mengealler méglichenBeschriftungenpdermathematischedie Menge
aller n-TupelberM, wobein die Anzahlderzu beschriftendefPunkteund M die Mengeder
Lagemad@glichkitenist. Die Zielfunktion c(g) soll dabeiminimiertwerden.

Im speziellenFall der Beschriftungdient als Zielfunktion zum Beispieldie Anzahl der sich

Uberschneidenddrabeladdiertzur zweifachenAnzahlderunbeschriftetefPunkte Simulated
Anneling und genetischelgorithmensind Instrumentezur Losungdesbeschriebeneallge-

meinenalsoauchdesspeziellenOptimierungsproblemshre Gemeinsaméit: Sie versuchen
mit Hilfe der SimulationnattrlichenVorgdngeund Gesetzmaliigiitenein optimalesArrange-

mentder Label zu erreichenVorbild ist dabeidaslangsameAbkihleneinerMolekilmenge
fur SimulatedAnnealingund die darwinistischeEvolutionslehreflir genetisch@lgorithmen.

Esfolgt einekurzeBeschreiling.

3.1 Simulated Annealing

Voraussetzungeifiir die Anwendungvon SimulatedAnnealingist, dasgederLabelum einen
seinenzu beschriftendefPunktherumeine gewisse(meistkleine konstante Anzahlvon La-
gemdglichleiten hat (d.h. jMj < ¥), sieheetwa das8-Positionen-Modelin Abbildung 3.1.

Abbildung 3.1: Beispielfiir méglicheLabelanordnungen
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Christenseratal. [CMS95 beschreiberhren Algorithmuswie folgt. Als Startpositiomimmt

jederLabeleinezufallige Positionein,alsoeinenWertausM. Nunwird zufallig mit Gleichwer-

teilungdenLabelneineneuePositionzugaviesen Verbessersiesich,alsosinkt die Zielfunk-

tion, wird dieseneuelLageiibernommensteigtsie oderbleibt sie konstantwird die neuePo-
sition mit einergewissenWahrscheinlichkit P ibernommenDieseWahrscheinlichkit hangt
von der KontrollgroReT ab, die hier auchals Temperatubezeichnetvird. Je geringerdie

Temperaturum so geringerdie Wahrscheinlichkit, dasssich der Label ausseinerPosition
entfernt.Die Intensitatder Temperaturabkihlungird durchdenErfolg desProzessegesteu-
ert. JegréRerderErfolg, um soschnelledie Abkihlung.

Dieselntensitatist auchin Abhangigleit von gewiinschtereEndqualitdtund verfligbarerZeit
beein ussbarJestarker die Abkihlung,um sokiirzerist die Simulationszeitaberum sogré-
Rerist auchdie Wahrscheinlichkit einerschlechterQualititdesEndproduktsZur Bewertung
dieserQualitatdientdie Zielfunktion. Ist T sogering,dasssichdie LagekeinesLabelsmehr
verandertprichtder Algorithmusah

WeitereMdglichkeiten,SimulatedAnnealingzur Lésungvon Beschriftungsproblemensbe-
sonderébei sehrdichtenPunktmengeminzusetzenyurdenvon Zoraste{Zor97] untersucht.

3.2 GenetischeAlgorithmen

VanDijk etal. [vDTdB99, vDTdBO0O, vD01] arbeitermit einerbestimmterMengevon Label-
anordnungend.h.mit einerTeilmengevon G, die Populationgenanntvird. DieseAnordnun-
genwerdenals IndividueneinemWettbeverb ausgesetzSie unterliegeneinerEvolution, nur
die ttesten werdeniberlebenAls MaR fur die Fitnessdientdie Zielfunktion. Jekleiner der
Funktionswertum sogrofRerist die FitnessDie durchein festesKriterium bestimmterindivi-
duenmiussersich,paaren“.Dabeiwerdenzufallig mit einergenvissenWahrscheinlichkit P,
ausg&vahlteLabelpositionerausgetauschbiesenOperatomenntmanCrosswer. Auf3erdem
kommt es zu einer Mutation, also zufélligen Labelpositionserdnderungemit einer Wahr
scheinlichkeit Py,. Dieseneuenindividuenersetzemundie bisher,un ttesten®. Die Qualitat
der Losungensollte im Mittel zunehmenDer Algorithmus bricht ab, wenn die Fitnessder
Individuensich der desbhestergenugangenahertat, der Evolutionsdruckalsokeine Verbes-
serungmehrbewirkt.

Genetischélgorithmenfur Landkartenbeschriftungsproblemerdenauchvon Rumplmaier
[Rum9§ undRaidl [Rai98 Rai99g untersucht.
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Kapitel 4

Ein Konzeptflr die automatische
Schriftplatzierung

WolfgangKresse

Die Gra k desKartenbildesund die Schrift missersich die begrenzteFlacheeinesKarten-
blattesteilen.Dabeientstehemnvielen StellenKon ikte umdenverfugbarerPlatz,undzwar
zwischerderSchriftundderGra k derKarteeinerseitaindzwischenSchriftenuntereinander
andererseitsDas Ziel der Schriftplatzierungst eine gut lesbareAnordnungder Schriftzige
und ein optimaler Ausgleichzwischenden konkurrierendemnspriichenauf die begrenzte
Flache.

Eswird eine Methodezur automatischeflatzierungvon Schrift in topographischeikarten
undStadtplanerorgestellt DasKonzeptsiehtvor, ausdemdigitalenDatenbestandinerKarte
ohneSchrift,demzugehdrigerschriftgutundweiterenParametermie endgultigerPositionen
und Schreibrichtungewler einzelnenNamenzu berechnenDabeiwurde von denfolgenden
Grundsatzemausgegangen:

Die Schriftplatzierungwird als ein achenhaftesOptimierungsproblenbetrachtetbei

dem unter geggebenerRandbedingungerden Platzierungsrgeln, und innerhalbeiner
strukturierterFlache derKartengraphikeineoptimalePositionfur die Schriftgefunden
werdenmuss.

Die Schriftplatzierungwird in zwei Phaserausgefuhrtin der erstenPhasewird jeder
Namesoplatziert,alswéareer dereinzigeauf derKarte. Dabeiwerdenseineméglichen
Positionengesuchtentsprechender tiberdeckterKartengraphikgewichtet und abge-
speichertin derzweitenPhasewird fir alle Namengemeinsaneine optimaleVertei-
lung gesuchtalsodie gegenseitigelberlappungvon Beschriftungerbeseitigt.Dieses
Vorgehenerméglichteineindividuell abgestimmteéPositionsausahl fiir jedenNamen
einerseitaund denEinsatzmathematischebtandarderfahrenzur LosungdesOptimie-
rungsproblemsandererseits.

Bei derKonzipierungder AlgorithmenwerdenRaster und Vektonerfahrenin Betracht
gezogenund dasjenigeausg&ahlt, dasim Einzelfall die bessereModellierung ver-
spricht.

Die Kartengraphikob als digitaler Vektor oder Rasterdatenbestanarliegend,wird
zu einerRastermatrijumgebildetDie Pixel dieserMatrix reprasentierekleine Teil a-
cheninnerhalbder Karte. Die Pixelwerte gebenan, wie wichtig dieseFlachenfiir das
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Verstandnigler Karte sind. Die Werte der RastermatrixstellendasBedeutungsgelie
dar

Fur die Platzierungwerdendie Kartenobjektein die Geometrietypempunktférmig, li-
nienférmigund achenférmig eingeteiltund nachunterschiedlicherGesichtspunkten
beschriftetPunkthafteObjektewerdenmeistals Sonderéll von dchenhaftenObjekten
behandelt.

Namenwerdengeometrisclwahrendder Platzierungdurchein umschreibendeRecht-
eckreprasentiertn Ausnahmefallenvird jedereinzelneBuchstabeals Rechtecldamge-
stellt.

DasKonzeptbeschreibMalRnahmengie bei einemdurchdie Optimierungnichtlésba-
renGeometriekn ikt zutreffen sind. Dazugehoérenverkleinern,AbkirzenoderwWeg-
lasservon Schrift.

Die Eingabedateumfasserdie folgendenTypen:

— digitaleKarte

— Schriftgut

— Parameterdie denEin uss derKartenobjekteauf die Schriftpositionbeschreiben
— sonstigeEingabeverte

Die Ausgabedatemnthaltenvor allemdie endgiltigerPositionerderSchriftzigeHinzu
tretenergéanzendeAngaben,z.B. besonderetandlinien,gesperrteDarstellungeroder
graphische/ariationender Schrift.

4.1 Modellierung der Kartengraphik mithilfe des
Bedeutungsgebiges

Fur die Berucksichtigungler Kartengraphikbei der Platzierungder Schrift wird die gesam-
te digitale Karte vor Beginn der Schriftplatzierungn eine Zahlenmatrixtiberfuhrt,die Be-
deutungsgehbire genanntwird. Die rasterférmigeDarstellungder Karte eignetsich fir eine
zahlenmaRig®arstellungderKarteninformatiorpro Flacheneinheitledefixel reprasentiert
ein bestimmtesviall an BedeutungDie Bedeutungdriickt nicht nur den Schwérzungsgrad
desKartenuntegrundesaus.Vielmehrlésstsich iberdenPixelwert der Informationgehaltler
KarteanderbetrefendenStellevermitteln.Fur die FestlgungeinesPixelwertessinddie Kar-
tengraphikund die BedeutungdesKartenobjektszugrundezu legen.Bei der Platzierungdes
Namensist dann,unabhangigron einzelnenSignaturendiejenigeFlachezu nden, auf der
der Nameam wenigsterKarteninformationverdeckt,auf der alsodie Summeder Werte der
UberdeckterPixel minimalist.

Die PixelwertedieserZahlenmatrixsind mit 8 Bit kodiertundkénnendaherganzzahligeNer-
te zwischen0 und 255annehmenlederPixelwertist ein Mal3 dafiir, wie starkdie betrefende
Positionvon Schrift freigehaltenwerdensoll. Hohe Pixelwertekdnnenals Berge desBedeu-
tungsgebigesinterpretiertwerden SiereprasentiereainehoheDichtederKarteninformation
und bedingenein niedrigesGewicht fur die Eignungals Schriftposition.Niedrige Pixelwer-
te daggenkonnenals TalerdesBedeutungsgelgesinterpretiertwerden.Sie steherfir eine
geringeDichtederKarteninformatiorundkennzeichnebevorzugtePositionerfir die Schrift-
platzierung.

DasBedeutungsgehie ermdglichtes, achenhafteBedingungereinzufiihrengdie fur alle zu
platzierenderNamenin gleicherWeisegelten.Dabeihandeltes sich vor allem um Platzie-
rungsrgeln,die denKartenhintegrundbetrefen.
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DasBedeutungsgelge stellt demRechnedie Informationzur Verfligung die derKar-
tographwéahrendder manuellenSchriftplatzierungstandigvor Augenhat,namlichden
Kartenhintegrund.DerRechneist mit Hilfe desBedeutungsgelgesin derLage,zeich-
nungsarmédeile derKartezu nden.

Die ForderungbestimmteKartenelemente&on Schrift freizuhaltenz.B. Trigonometri-
schePunkte kannuberhohePixelwertedesBedeutungsgehieserfillt werden.

Bei dichter Anordnungder KartengraphikmussenTeile davon durch Schrift verdeckt
werden Mittels desBedeutungsgehlieskanngesteuertverden,in welcherPrioritéaten-
folge welcheKartenobjektarterilberdecktwerden,z.B. zunachstWiesenund erstbei
starlererVerdichtungauchStraRen.

DasBedeutungsgelge liegt deckungsgleicliberderzu beschriftenderKarte. Die als Pixel-
wert dagestellteKarteninformationmussso gut wie moglich dem Kartenbild entsprechen,
auf dasdie Schrift platziertwird, denndasBedeutungsgelie dientalsgeometrischeBezug
fur die SchriftplatzierungAbweichungerzwischender fir die PlatzierungoenutzterRaster
matrix und demeigentlicherKartenbildkdnnensich dahingehenduswirlen, dassSchrift in
Bereichegesetzivird, diein derKarte mit andererinformationengeftillt sind. Abweichungen
zwischendem Bedeutungsgelge und der Karte sind vor allem durchdie begrenzteAu 6-
sungbedingt.Eine5 km 5 km grofl3eKarte, die von einemBedeutungsgehie tiberzogen
wird, das1024mal 1024Pixel besitztwird z.B.nurin etwa5m 5 m groReFlachenelemen-
te aufgelost.Folglich werdenmdéglicheNamenpositionemur in 5-m-Spriingemgesucht5 m
entsprechef.2mmin einerTK 25, 1:25000.FeineredazwischenligendeStrukturerbleiben
unberucksichtigt.

Abbildung 4.1: Kartengraphik(links) und zugehotrigesBedeutungsgelie (rechts) Zuord-
nung:StraR&7, Briicke=5, Haus=4 und Bach=3
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OQOWOOOOOWUIOOONOO~NOOOOO0O
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In heutigenGeoinformationssystemdiegendigitale Karten meistensals De nitionsgeome-
trie der Kartenobjektevor. Die graphischeAusgestaltungglie Signaturierung,ndet erstun-
mittelbarvor der Ausgabestatt. Genaudiesegraphischédusgestaltungnussabervor der Ab-
leitungdesBedeutungsgeliesfertiggestelltsein,weil die Schriftplatzierungzor demHinter-
grunddesfertigenKartenbildeserfolgenmuss.Die Datender Kartengraphikkdnnensowohl
in Form von Vektorenals auchals Rasterbildvorliegen.In beidenFallenmiisserdie Daten
zur Herstellungdes Bedeutungsgelgesin dasRasterdes Bedeutungsgelges umgeformt
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werden.Die VektordaterwerdeneinerVektorRastetWandlungunterzogenDie Rasterdaten
mussernn denmeistenFallenebenélls umgebildewwerdenweil dasgerastert&artenbildnur
seltenmit der angestrebter\u 6sung desBedeutungsgelges tibereinstimmerdirfte. Die
notwendigeUmbildungist ein ,Resampling-Prozess“fur denin derdigitalenBildverarbei-
tung Standarderfahrenzur Verfiigungstehenz.B. die Suchenachdem,nédchsterNachbarn“
, die bilineare Interpolation“oderdie ,bikubischelnterpolation®.

Die BestimmungdesBedeutungsgeliesumfasstnebender geometrische®atenwandlung
auchdie FestlgungderHohen,die als WertejedeseinzelnerPixels dagestelltsind. Die fol-
genderBetrachtungergehernvon einerVektorkarteaus.Im einfachsterfall kdnntenPixel an
Stellenmit KartenzeichnungenWert, 1* undanzeichnungsfreieStellendenWert, 0" erhal-
ten.DasBedeutungsgehieist dannnichtweiternachObjektendifferenziert Die Schriftwird
vorzugsweisan zeichnungsfreiei$tellenplatziert. Will mandie Schriftplatzierunggezielter
beein ussenund bestimmteObjektevon Schrift freihalten,dannmiisserdieseObjekteeinen
héhererPixelwert, z.B. ,2“ bekommen wahrenddie andererwenigerwichtigenObjekteden
Wert, 1" behalten Auf dieseWeisekanndasBedeutungsgelgeim Rahmerdertechnischen
Grenzen- Objektstrukturder Karte, maximal 256 Stufender Pixelwerte und geometrische
Au 6sung desBedeutungsgelies— beliebigverfeinertwerden.Fir einenPraxiseinsatist
ein solgfaltig auf die ObjekteabgestimmteAufbaudesBedeutungsgetgeserforderlich.

Zweiwichtige,in DeutschlandingevendeteGeoinformationssystem{&IS) sinddie Automa-
tisierteLiegenschaftskartALK) unddasAmtliche Topographisch-Kartographischdorma-
tionssysten(ATKIS). Bei diesenSystemersind die folgendenGliederungseinheitefiir den
AufbaudesBedeutungsgehlieszu empfehlen:

ALK: Folie undObjektschlussel

ATKIS: Signaturteilnummer

Wenndie digitalenKartendatemichtgeometrisch&trukturenbesitzerund sich zumBeispiel
nachEbenenoderLayerngliedernlassendannkdnntenauchdieseGliederungernverwendet
werden,um unterschiedlich®edeutungeifiir die Schriftplatzierunginzufiihren.

Bei derUmwandlungder Vektor in Rasterdatewird esregelmafigvorkommen,dassZeich-
nungsteiletibereinanderligen und daherPixel desBedeutungsgelies mehrfch bestimmt
sind.In diesenFallenerhaltdasPixel denhdchsteran dieserStellevorkommendenNert. Es
ist nichtzuempfehlendie Pixelwertebis zummaximalenNertaufzusummiererBei einersol-
chenLésungwirdenSchnittpunktemmereinensehrhohenWert erhalterundunangemessen
starkschriftabweisendein,sodassSchrift bevorzugtan Nicht-Kreuzungsstellehiegt.

Wenndie StrichkarteRasterelemententhaltoderwenndie zu beschriftendéarte Gberhaupt
nur ein Rasterbildist, kbnnendie PixelwertedesBedeutungsgeliesgrundsatzlicmachder
gleichenMethodefestgelgt werdenwie bei der Vektorkarte.Die Hohe desBedeutungsge-
birgesrichtetsichnachdenObjektartenAlle Pixel, die zu einemRasterelemerdergleichen
Objektartgehérengrhaltenm Bedeutungsgelie dengleichenPixelwert.

DiesesVerfahrenist nichtanwendbgmwenndasdigitale Bild keineObjektstruktubesitzt,z.B.
bei einemdigitalen Orthophoto.In diesemFall kannnur dasBedeutungsgehie anhandder
GrauwertalesdigitalenBildesaufgebautverden Esist zu unterscheidergb die Beschriftung
mit schwarzenodermit weil3enBuchstabeirfolgensoll. Im ersterfFall, schwarzeBuchstaben,
bekommendie hellenBildteile (hoheGrauwertehiedrigePixelwertedesBedeutungsgelies.
DasBedeutungsgelieist gawvissermafiedas,Negativ' zumdigitalenBild. Im zweitenFall,
weifReBuchstabenhelkommendie dunklenBildteile (niedrigeGrauwertedie niedrigenPixel-
werte.DasBedeutungsgehieist das,Positiv* zumdigitalenBild.

Wennals Kartengrundlag&/ektor und Rasterdateigemeinsanvorliegen,z.B. bei einerOr-
thophotokartemisserdie Verfahrenzur AusformungdesBedeutungsgelieskombiniertan-
gewendetwerden.
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4.2 Positionsbewertungmittels Bedeutungslessel,
Bedeutungstalund Bedeutungsbeckn

In der erstenPhaseder Schriftplatzierungwird jedereinzelneSchriftzugunterBeriicksichti-
gungbestimmtegeometrischelRestriktionerbehandeltalswéareeralleinin die Kartezuplat-

zieren.Dafurwird fur jedenSchriftzugeinzelneinelokale GeometriedesBedeutungsgehies
im BereichdermdglichenPositionerausgeformtAn allen méglichenPositionerdesSchrift-

zugeswird danndie Summealler anderbetrefendenStelleliberdeckterPixel festgestelltDie

Schrift wird dabeidurcheinerechteckige-lachereprasentiertEine niedrigeSummebedeu-
tet eine gute Platzierungseignundzine hohe Summebedeutekine schlechtePlatzierbarkit

wegenauftretendet)berdeckungen.

Wareder Schriftzugallein auf der Karte,dannwéredie Positionmit dergeringsterPixelsum-
me die optimaleStellefiir die SchriftplatzierungTatsachlichmisseraberauchalle anderen
Positionerzusammemit ihrer Pixelsummeauf einemFile zwischengespeichenterden,um

als Alternativpositionenbei Uberdeckungstn ikten Schrift-Schriftbereitzustehen.

PunkthafteElementeerhaltenihre Beschriftungin unmittelbarerNahe,wenn keine Hinter
grundzeichnungorhandernst, meistrechtsoberhalbsonstdort, wo dasKartenbildPlatzlasst.
LinienhafteElementeverdenin derRegelentlangundoberhalbderLinie in etwagleichenAb-
standerbeschriftet FUr Stadtpléanggeltenoft Sonderrgeln, beispielsweisaie Trennungdes
StralRennamenis zwei Teile. Diese beidenTeile werdendannso an die Stralenendege-
setzt,dassdemKartenlesedie Ausdehnungler Stral3edurchdie Bezeichnungleutlichwird.
Flachererhaltenihre Beschriftungabhangigrom Verhaltnisder SchriftgroRezur Flachengro-
3e.Der Namenzugvird entwedetinnerhalboderauRerhaller Flacheplatziert. Oft wird zur
Kennzeichnungler Zuordnungder Namenzugauchso gesetztdassdie Schrift teilweisein-
nerhalbundteilweiseau3erhallsteht.Die lokale GeometriedesBedeutungsgelgeswird fur
punkthafteObjekteBedeutungsésselfur linienhafteObjekteBedeutungstalndfur &chen-
hafteObjekteBedeutungsbe@ngenannt.

Die Beschriftungvon punkthaftenKartenelementeikann nachunterschiedlicherGesichts-
punktenerfolgen:

In topographischeKartenwird die SchriftwegenderKonkurrenzwischenSchriftund
Gra k meistdortplatziert,wo im Kartenbildamwenigstenverdecktwird.

In Kartenmit geringerDichte desKartenbildeswird die Schrift meistaneinein Bezug
auf daspunkthafteObjektbevorzugtePositiongesetztbeispielsweiseechtsoberhalb

Der Bedeutungsésseldient dazu,beide Aspektezu modellieren.Er ist einelokale von der
Hintergrundkarteunabhéangig®ixelmatrix. DiesePixelmatrixkannwahleisetrichteréhnlich
oderweitgehendeliebiggeformtwerden.Fir die trichterahnliché~orm kénnenin 10-Grad-
Schritten36 ,Hohenwerte'flr denTrichterrandanggyebenverden DamitkannderTrichterin

einigenRichtungenacher undin anderersteilerausgeformtverden.Die achen Richtungen
reprasentiereNorzugspositionefiir die Schriftplatzierung.

Der Bedeutungsiisselwird demBedeutungsgelie tiberlagertsieheAbbildung4.2. Die Pi-
xelwerte, derenSummefir die Bewertungder verschiedenetschriftpositionermalfgeblich
sind, gehenausdieserUberlagerundienor. Sie sind an jederPositionder groRerePixelwert
ausBedeutungsiisselund Bedeutungsgelge. Bei einertrichterférmigenGeometriedesBe-
deutungsksselshangtesvon der ,Steilheit* desTrichtersab, ob eherder Kartenhintegrund
odereherdie Form desBedeutungsésseldie Schriftpositionbeein ussenWennderBedeu-
tungslesselzu einer achen Scheibewird, dannrichtensich die Schriftpositionemur noch
nachderzubeschriftendeiarte. WennderBedeutungséssekin steilerTrichtermit z.B. 45
Neigungist, dannbleibt der Kartenhintegrund praktischunbeachtetlLetztereForm kénnte
manwahlen,wenndie Karte nur ausPunktsignaturebesteht.
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Abbildung4.2: UberlagerungeinestrichterférmigenBedeutungsésselsnit demBedeutungs-
gebige.DasBedeutungsgehgeist hier nur durcheineLinie in derNordwesteck sichtbar

InnerhalbdesBedeutungsisselsverdenSchriftpositionemur in derNaheder Punktsignatur
gesuchtDieseNahewird durchdenRandder Punktsignatuund einenSaumin vorgebbarer
Breitede niert. Mindestensein Pixel desNamenrechtecksiussAnteil andemSaumoderan
demRandhabenKein Pixel desNamen-rechteckdarf aberinnerhalbder FlachederPunktsi-
gnaturliegen.Auch punkthafteSignaturenz.B. Hohenloten,besitzerGréRenvon mindestens
einemPixel. DiesesVerfahrengewahrleisteteineSchriftpositionin der NahederPunktsigna-
tur, ohnedasddie eigentlicheSignaturiiberdeckiwird.

Mit Hilfe der Saumbreitekannje nachKartentypdie Schrift mehroderwenigerengan die
Signaturgehundenwerden.Der um die punktférmigeSignaturgelegte Saumgewahrleistet
auchdie eindeutigezuordnungvon Schriftund Signatur Die FlachedesSaumeswird fir alle
Schriftenaul3erfur die zur Signaturgehdrigengesperrt Dadurchstehtimmer die zugehdrige
Schrift ndheran der Signaturals alle andererSchriften.Die Flacheder Punktsignatuselbst
ist sawohl fur die zugehdrigealsauchfiir alle andererSchriftengesperrt.

Die Beschriftungvon Linien zeichnetsichdurcheinigespezi scheMerkmaleaus.

Die Beschriftungst vorzugsweis@n gestreckterinienteilenzu platzieren.

Die Beschriftungfolgt derLinienrichtungundliegt dahemeistnicht parallelzumunte-
ren Kartenrandoderzum Kartennetz Die Beschriftungsollte aberimmervom unteren
Kartenrandauslesbarseinundnicht auf demKopf steher{Imh62].

Die Beschriftungkann oberhalb,unterhalboderabhangigvom Kartenbild beiderseits
derLinien stehengie bevorzugteStellungist oberhalb

Die BeschriftungstehtnichtunmittelbaranderLinie, sonderrhélteinenAbstandzuihr,
dereineMinimaldimensiomicht unterschreitewarf.

Langerelinien werdenmehrfachin etwa gleichenAbstanderbeschriftet.

Die Grundlagdiir die SuchederoptimalenSchriftpositionerist wie bei denpunkthafterkar-
tenelementerineKombinationausdemglobalenBedeutungsgelje undeinerlinienspezi -
schenGeometrieDieseGeometriavird wegenihrer Form BedeutungstajenanntDiesesTal
folgt demalsbekanntvorausgesetztennienverlauf. An gestreckterinienteilenbesitzerdie
Pixel geringereNerte dasheil3t,die Talsohldiegttiefer. Jestarlerdie KrimmungderLinie ist,
destogréRemwerdendie Pixelwerteund erschweremlort die SchriftplatzierungAlle Bereiche
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au3erhalldesTals werdenmit maximalenPixelwertenbelegt und damitfiir Schrift gesperrt.
Die Form desTalquerschnittbestimmtdie Starle, mit der die Schrift an denvorgegebenen
Linienverlaufgetundenwird. Ein V-férmiger Querschnitbindetdie Schrift sehrstarkan die
vorgegebend_inie. Ein U-férmiger oderein kastenférmigeQuerschnitbeldssieinegréRere
Freiheit,aufgrunddesKartenhintegrundedie bestePositionbeiderseitsler Linie zu suchen,
sieheAbbildung 4.3. Ein durcheinenRickenin der Mitte zweigeteiltesTal (W-férmig) ver
hindertBeschriftungerauf der Linie selbstund lasstdie FestlgungeinesMindestabstandes
vonderLinie zu.

maximale GrofRe der Maske

vorgegebene
Profilbreite

Abbildung4.3: Maske fir die De nition desBedeutungstale®asschraferte Pro | wird auf
geradeiStrecle verwendetDie weil3enQuerpro le werdenzusatzlichan Linienkrimmungen
verwendet.

Die Breite desBedeutungstalesollte der Signaturbreiteangepassiverden.Bei einfachenLi-
nien lasstsich dadurcheine MaximaldistanzwischenLinie und Schrift vorgeben.Bei Dop-
pellinien wird eine eventuell unerwiinschteSchriftpositionauf3erhalbverhindert.Zusétzlich
kannbei Doppelliniendie Tiefe desBedeutungstaleso abgestimmtverden,dassdie in der
Kartevorhanden&ignaturdie Schriftpositionmal3geblictbeein usst. Aus demvorgegebenen
Querpro | wird eine,Schablone“geformt,die vom Anfangzum EndederLinie gefiihrtwird
undgewissermalledasTal ausschirftDie ,Schablone‘ist ein digitalerFilter, deranjederPi-
xelpositionentlangder Linie demglobalenBedeutungsgehie Giberlageriird. Bei geradem
Linienverlaufwird soein Querpro | nebendasanderegeleggt und ein gleichmaRiggeformtes
Tal gebildet.Bei Linienkrimmungerliegen die Querpro le nicht mehr parallel zueinander
Es entsteherdaherKlaffungen,die bei der Bildung der Talform ohneweitereModellierung
unde niertblieben.DieseTatsachevird ausgenutztym krimmungsabhangidje Talsohlean-
zuhebenDer digitale Filter enthaltnicht nur dasvorgegebeneQuerpro I, sondernaucheine
Reihevon daneberiegenden,acher werdenderQuerpro len,die wie ein Talschlusslie Ein-
tiefung desTals beendensieheAbbildung 4.4. Die Form desFiltersist nur ,nach hinten* in
Richtungauf dasbereitsgeformteTal ausgebildetBei geradental bleibendiesezusatzlichen
Querpro le unberucksichtigterstwennKlaffungenauftretenalsowennin einerLinienkriim-
mungunde nierte Pixel stehenbleibenyerdensie von denzuséatzlicherQuerpro len belegt.
Je stéarler die Krimmungist, destobreiter werdenauchdie Klaffungenund desto achere
Querpro le mit hohenPixelwertensindam Auffillen beteiligt. Als Ergebniswird die Platzie-
rungumsostarler verhindertje mehrdie Linie gekrimmtist.

Dasfertige Bedeutungstat die Basisfir die SuchederbesterSchriftpositionenDie in drei
Schrittenausgefiihrté&SuchehatdasZiel,

die StellenentlangderLinie zu nden, andenenderNamewiederholtgeschriebewmwird,

in derUmgelungderWiederholungspunktdiejenigenStellenzu nden, die die besten
Schriftpositionerbieten
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Benutzung weiterer Profile
bei Linienkrimmungen

benutztes Profil
auf gerader

vorgegebener
Linienverlauf

Maske zur Erzeugung des Bedeutungstales

Abbildung4.4:VerschiebenlerMaske entlangeinerLinie. Auf demgeraderiinienstickwird
nur ein Querpro | pro Positionfiir die Talbildung verwendet.An Linienknicken entstehen
KlaffungenzwischendenHauptquerpro len.Zum Auffillen der Klaffungenwerdenweitere
Querpro le, die dasTal wenigertief aushildenhinzugenommeidichtereSchrafur).

denAbstanddeserstenwiederholungspunktesom Linienanfingzu bestimmen.

Im erstenSchrittwird anjederPixelpositionentlangder Linie die Wertigkeit fiir die Platzie-
rung festgestelltAn derbetrefendenLinienpositionwird die Schrift entlangdesQuerpro Is

Uberdie ganzeoder halbeTalbreiteverschoberund die bestePositiongesucht Diesemeist
neberderLinie liegendePositionunddie dortermittelteWertigkeit werdenfiir denuntersuch-
tenLinienpunktgespeichertDannwird dasVerfahrenbeimnéachsterinienpunktwiederholt.
Am Endegibt esfir jedesLinienpixel einezugehdrigeSchriftpositionund Wertigkeit, siehe
Abbildung4.5.

Im Standardill kanndie von einemSchriftzugliberdecktd-lacheals Rechteckangenommen
werden Wennsichdie SchriftbesondergutderLinie anschmigensoll, mussanjederzu pru-
fendenPositioneine kreisbogenformigeétandliniefir die Schrift festgelgt und bei der Be-
stimmungder Wertigkeit berticksichtigtverden.Im einfachsterfall kanndieserKreisbogen
durchdrei Punkteauf der Linie, ndmlicham Beginn, in der Mitte und am EndedesSchrift-
zuges festgelgt werden.Die Parameterzur De nition der Standliniemissendannfir jede
Positioneinzelnzwischengespeicheverden.Eine weitere Verfeinerungdes Modells, z.B.
hinsichtlichS-formigerStandlinienjst denkbar

Im zweitenSchrittwerdendie méglichenVerteilungerentlangderLinie ermittelt. Die geome-
trischenVorgabensind der Abstandder Beschriftungund die erlaubteAbweichungvon den
SollpositionenDasZiel der Suchen diesemVerfahrensschritist die ErmittlungderPosition
derersterBeschriftungDie PositionerderandererBeschriftungetiegen,abgesehemonden
erlaubterVerschiebingenum die SollpositionendurchdenvorgegebenerAbstandfest, siehe
Abbildung4.6.

Zunachstvird dasersteLinienpixel alsersteSchriftpositiorangenommerbDie andererSchrift-
positionenergebensich aufgrundder vorgegebenembstande Nun wird unterBeriicksichti-
gungdererlaubtenverschielingsbetrageie minimale Summealler von Schrift iberdeckten
Bedeutungspil ermittelt. Danachwird die Schriftpositionum ein Pixel verschobemund das
zweite Linienpixel als ersteSchriftpositionangenommenrErneutwird die minimale Summe
bestimmt DieseSummierungvird solangewiederholt,bis die ersteSchriftpositioneinenvol-
len Beschriftungsabstanzuriickgelgt hat. DanachwiirdenKonstellationergeprift, die be-
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vorgegebene
Achse

O Schriftpositionen, an denen die Pixelsummen
gebildet wurden

beste Schriftposition im jeweiligen Querprofil
und Lage des Schriftzuges

Abbildung4.5: Positionssuchentlangvon Linien, Auswahl derbesterPositionen

O--- Abstand ---0O

Toleranz, erlaubte Verschiebung

Abbildung4.6: Schriftabstandind ToleranzentlangeinerLinie
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reitsuntersuchtvurden,sieheAbbildung4.7. Aus dengefundenersummerwird die minima-
le ermittelt. Dieseergibt die Positionder erstenSchrift, alsoden Abstandvom Linienanfang,
undlegt damitdie Verteilungder Schrifteniiberdie ganzeLinie fest.

Pixelsumme
€ [ S < W O--- Linie
O O Q- O--
G O e SRR O
O O R Q- O
O O e O
O O S EEEEEEEEE
O O Q-
zu testende
Lagen des O O e O--mmmn
Beschriftung- O - O S------
musters O------------ - &----
O O - -
Abstand zwischen zwei Beschriftungen Toleranz

% beste Position bei einer Lage des Beschriftungsmusters

g getestete Positionen

Abbildung4.7: PrinzipderPositionssuchanLinien, zu testendeStartpunktdir die Lagedes
Beschriftungsmusters.

Im dritten Schrittwird die gefundeneptimaleAnfangspositiorzugrundegelegt. Furalle nun
moglichenPositionerder Schrift werdendie Wertigkeit unddie Richtungermittelt.

Die Beschriftungervon Flachenassersichgrobin folgendeKategorieneinteilen:

Wenndie Flachein der Karte gréRerist als die von der Schrift beanspruchté&lache,
wird die Schriftmeistinnerhalbder Flacheplatziert.

Wenndie Flacheetwa gleichgrof3ist wie der Schriftzug;wird die Schrift meistso plat-
ziert, dasssie die Flacheteilweisetberdeckt.

Ist die Flachedeutlich kleiner als die Schrift, dannstehtdie Schrift &hnlich wie bei
PunktemebendemKartenelement.

Die Bezeichnung,Bedeutungsbean” ist von der muldenférmigenGeometriedeslokalen
BedeutungsgelgesabgeleitetDaslokale Bedeutungsgehje entstehwie bei Punktund Li-

nie durchUberlagerunglesglobalenBedeutungsgelgesmit einervom Benutzerde nierten
Geometrie DieseGeometriekannwie beim Punktdie Form einesTrichters,der bei Flachen
eher ach ausfallt,oderdie Form eineskleinen ,digitalen Hohenmodells'besitzen Mit der
Form derOber achedeslokalenBedeutungsgelgeslassersichBereichevorgebenjn denen
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Cd, &

urspriingliche Flache erweiterte Flache
fiir das Uberschreiben
(Pseudoflache)

|:| Beispiele fir zu prifende Schriftpositionen

Abbildung4.8: FlacherergroRerungur SteuerunglesUberschreibens.

die Schrift vorzugsweiseu platzierenist, zumBeispielin derMitte. Mit derLagedesRandes
deslokalenBedeutungsbeghswird gesteuertpb Schrift nur innerhalbder Flacheoderteil-
weiseauchaufRerhallsteherdarf. WennSchrift nurinnerhalbstehersoll, dannsind der Rand
deslokalen Bedeutungsgehliesund der Flachenranddentisch.Auf dem Flachenrandund
aul3erhallerhaltendie Bedeutungspiel Maximahlerte und verhinderndort eine Platzierung.
Wenndie SchriftteilweiseinnerhalbundteilweiseaulRerhaliegensoll, wird dasBedeutungs-
gebilge UberdenFlachenrandhinausgeradeum soviel erweitert,dassder Schriftzugnie ganz
auB3erhallder Flachestehernkann,sondernmmer nochein wenigin die Flachehineinragen
muss Die entstehendgroRereFlachewird Pseudo &cheyenanntsieheAbbildung4.8.

Fl che

Schriftfeld

Rand

Schriftfeld

/S

Abbildung4.9: MaximaleFlachen-und Randuberdeckung.

Wenndie Schrift gegentiberder Flachezu groRwird, kannespassierendasssoviel vom Fla-
chenrandiberdecktwird, dassdie Form der Flacheunkenntlichwird oder dassdie ganze
Flacheunterder Schrift verschwindetUm dieszu verhindern missemmaximaleRand-und
Flachenanteiledie Uberdecktverdendiirfen,vorgegebenwerden sieheAbbildung4.9.
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4.3 Suchenachder optimalen Verteilung aller Namen

In derzweitenPhaseler Schriftplatzierungvird die optimaleVerteilungdesSchriftgutesge-
sucht.Die Sucheist dannam Ziel, wenndie Summealler von allen Schrifteniberdeckten
Pixel desBedeutungsgelgesdasMinimum erreichthat. Diese Sucheist eine achenhaf-
te Optimierung,bei dertheoretischalle Kombinationenvon Positionemacheinandegepruift
werdenmiissenDiejenigenKombinationenpei denenUberdeckungeauftretenwerdenver-
worfen. Von denverbleibenderwird diejenigegesuchtderenobenanggebeneSummedas
Minimum erreicht.

Die Anzahlderzu untersuchendeliombinationernist in denmeisterFallensehrhoch.Sogibt
esbeispielsweisdei 100 Namenund nur 10 méglichenPositionenpro Namenschon10'00
KombinationenMan sprichtin einemsolchenFall auchvon einer,k ombinatorischefExplo-
sion“, die auchaufdenschnellsterRechnermichthandhabbaist. EssinddaherStratgienzu
entwickeln,diedenSuchprozessachhaltigabkirzenlnsbesondermussversuchiverdendie
Rechenschrittdei einerErh6hungder Anzahl der zu verteilenderNamennicht exponentiell
steigerzulassen.

Zur Lésungder Optimierungsaufgbewird dasVerfahrender LinearenProgrammierungder
LinearenOptimierungeingesetztdasim Kapitel 2 erlautertwurde. Trotz desEinsatzeger
LinearenProgrammierundleibt die Suchenachder bestenVerteilungder Schrift ein zeit-
kritischer ProzessDaherwird eine zusatzlicheSuchstratgie eingesetztum die Zahl derin

FragekommenderKombinationenvon Schriftpositionerso klein wie mdglich zu halten.Die
moglichenPositioneneiner einzelnenSchrift lassensich in zwei Gruppeneinteilen: Grup-
pelbeinhaltedie Positionenandenernkon ikte mit andererSchriftenauftreterkénnenund
Gruppe2 beinhaltetdie Positionengie nie von einerandererSchrift gestortwerdenkdnnen.

Daraudfolgt, dassauchim ungunstigsteifrall, ndmlichbei einerBlockierungaller Positionen
derGruppel durchandereSchriften,der SchriftzuganallenPositionerder Gruppe2 platziert
werdenkénnte,so auchan der bestenPositionder Gruppe2. Daherwerdendie Schriftposi-
tionender Gruppe2 aul3erdergenanntemesterim weiterenOptimierungsprozessicht mehr
beriicksichtigt.
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Kapitel 5

Anzahlmaximierung von
Inter vallen auf einer Geraden

KatharinaBach

Beim BeschriftereinerLandkarte(oderandereigraphischeDarstellungengtehtmanvor der
Aufgabe, Punkte,die zum Beispiel Stadteoder Berggipfel reprasentierermit Namen,Ho-
henangbenoderanderednformationzu beschriftenDabeisollte die Beschriftungdirektam
jeweiligen Punktliegen, horizontal sein, eine einheitliche GréRehabenund sich vor allem
nicht mit anderemBeschriftungerschneidenDie hier gestellteAufgabeist nun, eine maxi-
male Anzahlvon Punktenzu nden, die beschriftetwerdenkénnen,ohnedasssichihre Be-
schriftungeniberschneiderynd diesePunktedannauchzu beschriften DiesesProblemist
aberschonfir die Beschriftungmit achsenparalleleBinheitsquadrateNP-schwe[FPT8]],
dasheif3t,dassmannicht erwartenkann, einenef zienten Algorithmuszu nden, derdieses
Problemexakt 16st. Esist jedoch,wie im folgendengezeigtwird, méglich, einen Faktor—%-
Approximationsalgorithmusierfur anzugebender auchdasallgemeinereProblemder Be-
schriftungmit achsenparalleleRechteckngleicherHohelost.

Die LésungeinesBeschriftungsproblemisannbetrachtetverdenals maximaleunabhangige
Menge (MUM) auf einemRechtecksschnittgraphdRSG) G(V; E), in dem jedesRechteck
durcheinenKnoten(V) reprasentiertvird und je zwei KnotendurcheineKante(E) verkun-
denwerden,falls sich die jeweiligen Rechteck schneidenZusétzlichsollen die Rechteclke
achsenparalledein,die gleicheH6hehabenund eine Ecke jedesRechtecksoll auf demda-
zugehorigerPunktliegen.Essteheralsofir jedenPunktvier Rechteck zur Auswahl. Diesist
dassogenanntd-Positionen-Modelder PunktbeschriftungsieheAbbildung5.1.

Ein Faktor-%-Approximationsalgorithmuﬁ]r eineMUM aufeinemRSGlasstsichangeben,
wennmandasProblemin der Ebenefolgendermaflein ein eindimensionale®roblemum-
wandelt:

1. Manunterlggedie Ebenemit horizontalerSpiel3enm AbstandderHohederRechteck.
Sowird jedesRechteckvzon genauveinemSpiel3durchstochemndkannalsIntenall auf
dem Spiel3gekennzeichnewerden.Gesuchtwird nuneine MUM auf diesenintervall-
schnittgraphen.

2. Mithilfe einesAlgorithmusfiir MUM aufIntervallschnittgrapheiberechnenandie ma-
ximale Anzahlsichnicht tiberschneidendéntervalle aufjedemSpielR3.
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4-Positionen-Modell Rechtecksschnittgraph

Maximaleunabhangigéenge

Abbildung 5.1: Eine Beschriftungvon Punktenmit Rechteckenim 4-Positionen-Modellder
zugehdrigeRechtecksschnittgrapind einemaximaleunabhangigéenge.

3. Nun verwandeltmandie erhaltenerintervalle wiederin Rechteck, indemmanjeden
zweiten Spie3wahlt. So erhalt man zwei Mengenvon sich nicht Uberschneidenden
Rechteckn,von denenmandie gréRereauswahlt.

Man hat auf dieseWeisemindestenglie Halfte der maximalenLdsungerwischt,daja auch
die Rechteck der maximalenLésungaufgespieRtvurden.Falls sie gleichmaRigibergerade
und ungeradeSpiel3everteilt sind, wird mit der beschriebeneMethodedie Hélfte von ihnen

erfasst.Sind sie ungleichmaRigverteilt, so wird durch die Wahl der Spiel3e auf denendie

Mehrzahlliegt, eine Ausbeutevon iber 50% gemachtNatirlich kénnennun in denfreien

RaumzusatzlicheRechteck gelegt werdenum die Ausbeutezu vergréRern.

Eine andereMdoglichkeit, dasErgebnissicherzu verbessernhestehdarin, MUM von Recht-
eckenaufzweibenachbarte8pieRerzu bestimmenin [AvKS98 wird dafurein Algorithmus
vorgestellt,der auf dynamischenProgrammiererfmehr dazuin Abschnitt5.2) beruht.Bei
derRickwandlunghatmandrei Mdglichkeitender Plazierungund somiteinenFaktorvon %
Die Anzahl der benachbartei®piel3ela3t sich beliebig erhéhenso dassz.B. bei vier Spie-
Benbereitsein Faktor von ‘5‘ erreichtwird. Allerdings steigtdie Rechenzeitxponentiellmit
der Anzahl der benachbarteiSpielie fir die gemeinsaneine MUM berechnewerdensoll

[AVKS98,.

5.1 Greedy-Algorithmus

DanundasVerfahrenbekannist, wie durchReduzierungind RiickverwandlungdesRSGum
eineDimensioneineunabhangigélengegefunderwerdenkann,die mindestenfalbsogrof3
wie eine MUM ist, bleibt die Beschaftigungmit dem Algorithmus, der die entsprechenden
Intervalle liefern soll. Der Algorithmusfir MUM auf Intervallschnittgrapher{siehe Abbil-
dung5.2)ist ein einfachersogenannteGreedy-Algorithmuggreedy engl.:gefralig,d.h.was
er einmalgespeicherhat, bleibtin der Losung).Er sortiertdie Intervalle nachrechtemgnd-
punktin nicht-absteigenddéReihenfolgespeichertiasintervall mit demkleinstenindex in der
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Sichschneidendéntervalle

1 0 4 e g

Maximaleunabhangigéenge

Intenallschnittgraph

Abbildung5.2: Eie Mengesichschneidenddntenalle, einemaximaleunabhéngigdeilmen-
geundderentsprechendimtenallschnittgraph.

Lésungsmengé undldschtdannalle Intenvalle, die dasgespeichertschneidenNun spei-
cherter von denubrigenintervallen wiederdasmit demkleinstenindex (alsodessemnechter
Eckpunktamweitesterlinks liegt) undldschtalle Intervalle, die esschneidenDieserVorgang
wird wiederholt,bis alle Intervalle entwedein | odergestrichersind.

Satz5.1 | istunabhangigundmaximal.

Beweis. Da sichdie Unabhéangigkit ausder Vorgehensweisdirekt ergibt, bleibt die Maxi-
malitdtzu zeigen.Seil einemaximaleunabhangigdengeundsein = jl j. Wir untersuchen
beideMengenvon links nachrechts AufgrundderKonstruktionvon| folgt induktiv, das<ftr

i = 1;:::;n derrechteEndpunktdesi: Intervalls in I hochstensoweit links liegenkannwie
derdesi. Intenallsin |. Galtenunjlj > n, solagedas(n+ 1): Intenall von | aufgrundder
Unabhangigkit von| rechtsvomn: Intenall in |, alsoaufgrundderletztenFeststellungechts
vom letztenintenall in | . Aberdannwareesnachderobenbeschriebenelonstruktionin |
aufgenommenmvorden.

5.2 Gewichtetelntervalle

Esemibt sichabernunein weiteresProblem:In einerMUM werdensichvor allemdie relativ
kurzenintervalle be nden, da sie eine groRereKardinalitatder Mengeermdoglichenso dass
Punktemit langerBeschriftungobwohl sievielleichtwichtig sind,benachteiligiverden.Den
Punktenundsomitdenentsprechenddntervallen,soll alsonuneineGewichtungzugeordnet
werden,um danneineunabhangigdeilmengederIntervalle zu nden, derenGesamtgeicht
maximalist. SoeineTeilmengenenntmanmaximalgewichteteunabhangig Menge (MGUM).

DervonHsiao,TangundChanghierfurrvorgeschlagenglgorithmus[HTC92] basiertaufdem
PrinzipdesdynamischefProgrammieren®asProblemdermaximalenGewichtungwird also
in kleinereGewichtungsproblementerteilt,indemalle Mengenvon sich nicht schneidenden
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k=6

S = fisied W(S) = 6+5=11 X(6) = fS1;$9, S S S0
S = fiy;ieg wWS)=4+5=9 MGUM(6) = S

S3 = fig;igg wW(S3)=9+5=14 c(6) = w(Ss5) = 18

S = fig;ieQ W(&)=7+5=12

S = figisied W(S)= 6+ 7+5=18

Abbildung5.3: Bezeichnungefiir denAlgorithmusvon Hsiaoet al.

Intenallen der Ausgangsmengén Teilproblemezusammengekstwerden.Durch Erweite-
rungderLdsungerder Teilproblemewird danndasurspriinglicheProblemgeldst.Essoll nun
alsodie Art desZusammerdssensgdannder ZusammenhangwischenTeilldsungund Ge-
samtldsungindschlief3lichdie Art der Erweiterungfestgelgt werden:

1 k n.Dabeiseiag derlinke, by der rechte Endpunktvoniy und wy seineGewichtung
Die Intervalle seienin nicht-absteignderReihenfolg nac rechtemEndpunkigeordnet. Fur
eineunabhéangig Teilmeng Svonl seiw(S) die Summeler Gewichteder Intervallein S. Die
Menge aller unabhéangign Teilmengn Svonl mit hdchstemindex k sei X(k). SeiMGUM(K)
ein maximalgewichtetesElementvon X (k) undc(k) seineGewichtung sieheAbbildung5.3.
Seic(l) die GewichtungeinerMGUM vonl.

Lemma5.1l c(l) = maxc(k)j1 k ng

Beweis. GehtunmittelbarausderDe nition henor.

Der Algorithmussoll alsodie MengenX(k) bilden undihre MGUM(K) und c(k) speichern,
um die am héchstergewichteteder MGUM(K) zu erhalten.Es gilt dabei,dasssich die ma-

ximale Gewichtung von X(k) zusammensetauswy und der maximalenGewichtung aller

unabhéngigemtenalle links von .

Lemmab5.2 c(k) = wg+ maxc(l)jb agfirl k n

Beweis. 1.Wir zeigendassc(k) wg+ maxc(l)jb  ag.

Seic(j)=maxc(l)jb agundS= MGUM(j)[ fixg. Dannist Sunabhangigindin X(k).
Alsogiltc(k) w(S = w+ maxc(l)jb ag.

2.Wir zeigendassc(k) wg+ maxc(k)jb ag.

SeiN = MGUM(K) nfixg. Da MGUM(K) unabhéangigst, ist auchN unabhéngigSeii; das
amweitesterrechtsgelegenelntenvall von N. NachDe nition von N gilt b;  ax und daher
c(j) maxc(l)jb ag. Andererseitsst die Gewvichtungvon N héchstensogrof3wie die
Geawichtung einerMGUM(j), alsow(N) c(j). Die Gewichtungder MGUM(K) setztsich
zusammerauswy undw(N). Also gilt c(k) = wix+ W(N)  wg+ c(j) wx+ maxc(l)jhb
Q.

Aus 1.und2. folgt nundie Behauptung.
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Wy = 6 Wy = 7 Wy = 3
Wy =4 Ws= 3 wg =3
| c() [ 1 [n]
a || c()=6 0|0
az || c(3)=9 0|0
a |l c(2=4 0|0
by || c()=6>p 6 |1
a || c(4=6+7=13 6 |1
by || c(2)=4< 6 |1
bs || c(3)=9> 9 |3
as || c(B)=9+3=12 9 |3
by || c(4) = 13> 13| 4
a || c(6)=13+5=18 |13 | 4
bs || c(b)=12< 13| 4
a; [ c(7)=13+4=17 | 13| 4
bs || c(6)= 18> 18| 6
ag || c(8)=18+3=21|18| 6
bz || c(7)=17< p 18| 6
bg || c(8) =21>p 21| 8

) MGUM= fig;ig;is;iig

Abbildung5.4: BeispieldurchlautiesAlgorithmusvon Hsiaoet al.

Der hieraufaufbauend@lgorithmusvon Hsiaoet al. bendétigtzwei temporéarevariablenund
ein Feld.Die Variableu speichertie GevichtungderMGUM dervollstandiggescanntein-
tenalle, n denhochsterndex dieserMGUM unddasFeldc() speicherdie Datenwie oben
de niert. Der Algorithmusordnetdie Intervalle in nicht-absteigendeReihenfolgenachrech-
temEndpunktundscanntdannihre Endpunktevon links nachrechts EinenBeispieldurchlauf
desAlgorithmus zeigt Abbildung 5.4. Zu Beginnist u= 0 undn = 0. Wird ein linker End-
punkterkanntsospeicherterAlgorithmusdie Gewichtungdeszugehdrigerntenallsin der
temporarerVariablenc(k), solangebis ein ersterrechterEndpunktgescannwird. Die Ge-
wichtungdeserstenabgeschlossendntenvalls wird in L gespeichertjerindex desintenalls
in n. Ab hier gibt eszwei Moglichkeiten:

1. Ein linker Endpunktwird gescanntDie Gewichtungdeszugehdrigerntenalls plus 1
wird in c(k) gespeichergladieseSummea derzudiesenZeitpunktmaximalen_dsung
entspricht.

2. Ein rechterEndpunktwird gescanntEswird gepruft,ob c(k) > p odernicht. Falls ja,
wird paufc(k) undn aufk gesetzt.

Ist der Vorgangabgeschlosselkannanhandvon p und n savie der Gewichtungender Inter-
valle die maximaleLésungfolgendermalReermitteltwerden:Der Index deserstenElements
derLdsungsmengest der, derzumhdéchsterEintragin p gehért.Man ziehtseineGewichtung
vondemWertin pabundsuchtin derListe nachderneuenGewichtung.Derzugehodrigendex
in n nenntdaszweiteIntervall derLdsung,desserGewichtungwiederumabgezogemvird. So
verfahrtmanweiter, bis p denWert O erreicht.
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Satz5.2 Der AlgorithmusvonHsiaoetal. liefertin O(n) ZeiteineMGUM vonn Intervallen,
falls diesenach rechtemEndpunkisortiert sind.

Beweis. NachLemmab.1 st die gesuchtdMengemax c(k)j1 k ng. Der Algorithmus
erzeugtjeweils ein temporaresMaximum, indem er nachLemmab5.2 zur jeweils zur Zeit
maximal gewichtetenunabhangigetengedasintenall mit demnéchsterdinken Endpunkt
hinzufuigt.Die Unabhéngigkit wird dabeidadurchgewéhrleistetdassnachder Methodedes
Greedy-Algorithmusur jeweils sich nicht schneidendintenvalle zusammengefstwerden.

Der AlgorithmusbenétigtlineareLaufzeit, da an jedemintenallendpunkiur konstantviele
Operationerausgefihrtverden.

5.3 Ausblick

Die Aufgabe,Punkteauf der Ebeneso mit Schrift zu versehendassmdglichstviele Punkte
beschriftewwerdenwobeisichdie BeschriftungzweierPunktenicht Giberlapptkannauchvon
diesenAlgorithmennur annaherndjeléstwerden.Um auf einebesserd.6sungzu kommen,
ist essinnvoll, die Anforderungendie andie Plazierungder Beschriftunggestelltwerden,zu
modi zieren. Das Vier-Positionen-Modellyon demin diesemArtikel ausggangenwurde,
betrachtetausschlief3lickden Fall, dassgenauein EckpunktdesBeschriftungsrechteckauf
dem zu beschriftenderPunktliegt. So werdenvon Anfangan nur vier moglichePositionen
derBeschriftungeinesPunkteszugelasserkineandereMdglichkeit der Positionierungst es,
jedePlazierungdesRechteckguzulasserhei dersichder Punktirgendw auf demRanddes
Rechteckde ndet. DasRechteckannalsoum denPunktherumbeliebigverschobemverden.
SolcheBeschriftungemenntmansdiebbar(sliding labels).Beiihnenist die AnzahlderPosi-
tionennichtmehrbeschranktZzwar hatsichauchdiesesProblemalsNP-schweherausgestellt
[VKSW99], eswurdeaberein einfacherund ef zienter Faktor—% Approximationsalgorithmus
gefundenvkKSW99]. Im Vergleich mit festenPositionsmodelleproduzierter 10-15%mehr
Rechteck, besonderin dichtenGebietenWennalsoauf die Beschriftungin denklassischen
vier Positionenverzichtetwerdenkann,ist essinnvoll, diesenAlgorithmusanzuwendenAl-
lerdingsist er schwererzuimplementieren.
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Kapitel 6

Punktbeschriftung mit Rechteclen
gleicher HGhe

JuliaLécherbach

Die Informationsdarstellungn einer Landkarte,einem Graphenoder einemDiagrammge-
schiehtdurchBeschriftungvon PunktenFlachen(Lander Gebiete)oderLinien (Fllisse Stra-
Ren).Die Beschriftungvon Punktmengertritt in vielen Bereichenauf, in der Geogra e zur
Bennenungvon Stadtenoder zur Angabeder Hohe von bestimmtenOrten,in der Analysis
und Statistikzur Durchnummerierungler Punktein einemGraphenjn der Psychologieund
Soziologiezur BeschriftungeinesDiagrammsDie Form der Beschriftungist gegebendurch
den(imaginarenRahmerum denText alsein achsenparalleleRechteckderLabe).

Esgibt drei grundlegendeAnforderungeraneineguteBeschriftung.

1. Um eineeindeutigeZzuordnungzu gewahrleistenijst esnotwendig,denLabelméglichst
nahandenentsprechendeunktzu platzieren.

2. Zum VerstandniglesDargestelltersolltensichkeinezwei Label iberlapperund

3. einelesbareGrofiehaben.

Daruberhinaugibt esweitere Anforderungeran eine kartographisch@&eschriftungvon ho-

her Qualitat[Imh75, Yoe73. Die grundlggendenAnforderungerkdnnenin einenAlgorith-

musumgesetztverden,derentwedewnersuchtmaglichstviele Punktezu beschrifteroderdie

gréRteSchriftgroRezu nden, mit dermanalle Punktebeschrifterkann.lIm Allgemeinensind
diesebeidenProblemeNP-wlistandig[FW91, MS91]. Im Folgendenwird ein Algorithmus
vorgestellt,der moglichstviele Punktemit Text einergegebenerSchriftgréRezu beschriften
versucht.

Die AnzahldermoglichenRechteckpositionefiir einenLabelist beidenbishervorgeschlage-
nenBeschriftungsalgorithmeiastimmereineendliche festeZahl. In dergangigstervariante
sind vier Positionenzugelassenynd zwar die, bei der eineder Labeleclen denzu beschrif-
tendenPunktberihrtfFW91, WW95, WW97]. Die moglicheAnzahlanPositionerkanneins,
zwei, achtoderjedekonstanteZahl sein[AvKS97]. Abbildung6.1zeigtdie zugelasseneha-
belpositionerim ein-, zwei- undvier-Positionen-ModellBei der Beschriftungmit achtmdg-
lichen Positionerberiihrtder Punktentwederine Labelecle oderdie Mitte einerLabelseite.
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Abbildung6.1: Dasein-, zwei- undvier-Positionen-Modell.

6.1 Greedy-Algorithmus

In diesemAbschnittwird ein Algorithmusvon van Kreveld, Strijk und Wolff [vKSW99] be-
schriebendereinePunktmengenit rechteckigerLabelngleicherHoheundbeliebigerBreite
versieht,was der Beschriftungmit Text oder ZahlengegebeneiSchriftgroReentspricht.Der
Algorithmusverfolgt die Stratgie, immer dasRechteckunterdenverbleibendemmoglichen
zuwahlen,dessemechteKanteamweitesterlinks liegt. Eswird gezeigtdassdieseStratajie
mindestens$alb so viele Punktebeschriftetwie in einerin diesemSinneoptimalenLdsung.
Dafurwird O(nlogn) ZeitundO(n) Speicherplatbendtigt.Der Algorithmusist greedy(eng-
lisch: gierig), weil ein einmalzur LosunghinzugefiigtefRechtecknicht mehrbetrachtetvird.
Er ist einezweidimensional&/erallgemeinerungesGreedy-Algorithmugur maximalunab-
hangigeMengen(MUM) auf IntervallschnittgraphersieheAbschnitt5.1 (Seite39).

Die Stratgjie desAlgorithmus bestehtdarin, ausder Menge der Rechteck der noch nicht
beschrifteterPunktejeweils daslinkesteRedkted herauszusuchemso dasjenigeunterden
moglichenRechteckn, desserrechteKante am weitestenlinks liegt (gestricheltefRechteck
in Abbildung6.2)undeszurLésunghinzuzufligenDie Labelsindtopologischabgeschlossen,
damitautomatischederPunkthéchstengin Labelbelommit.

Abbildung6.2: Beispielzur lllustration deslinkestenRecktecks.

6.2 Approximationsfaktor

DaunsereZielfunktion die Anzahlder beschrifteterPunkteist, bezeichnenvir im folgenden
eine Beschriftungder gegebenerPunktemeng® als optimal wennsie unterallen Beschrif-
tungenvon P die meistenPunktebeschriftet.

Lemma 6.1 Die Greedy-Stategie eine Punktmeng mit Labeln festerHohe und beliebiger
Breitedurch wiederholteAuswahldeslinkesterRettedkszuversehen,ndet unabhéngigrom
verwendeteModell eine Bestiriftung, die mindesten$alb so grof3 ist wie die optimaleBe-
schriftung.

Beweis. Seilqp die MengederLabelin einerfestenoptimalenBeschriftungln Lier Seiendie
Label,die vom Greedy-Algorithmusausgevahlt wurden.Wir fihreneinenZuschlagsbeeis,
umzuzeigendass Lieitj 3 Lopti-
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Abbildung6.3: LabelausLet (gepunktetundauslqp (gestrichelt).

Die MengeL et ist maximal,d.h.eskannkeinweitererLabelhinzugefligiverdenphneeinbe-
reitsvorhandenesu schneidenDeshallist jederLabelin Lopt entwedein Liers oderschneidet
einesausLef, dessemechteKantemindestengenausaveit links liegt, sieheAbbildung6.3.

JederLabel ausder DifferenzLopt  Liert zahlt einenZuschlagvon einemDollar an einen
LabelausLe;, dasmindestenso weit links liegt und esschneidetlUnd jederLabel ausder
Schnittmengé.qpt\ Liest zahlteinenDollar ansichselbst.

Insgesamerhalteralle LabelausL et hdchstengweiDollar: Die LabelausL et in derSchnitt-
mengebelkommengenaueinenDollar. JederandereLabelin Lie;; bekommt héchstengzwei
Dollar, d.h.wird héchstensron zwei LabelnausLqpt geschnittenDennerstenssind je zwei
LabelausLqpt disjunktund zweitensmussjedersolchelLabel, der die rechteKanteeinesLa-
belsl 2 Liest schneidetginenderbeidenrechtenEckpunktevon| enthaltenin Abbildung6.4
wird ein LabelausL et von zwei LabelnausLqp: geschnitterunderhéaltsomitzwei Dollar.

Abbildung 6.4: LabelausL st (gepunktet)dasje einenDollar von zwei LabelnausLqp (ge-
strichelt)erhalt.

WennaberjederLabel ausLqp: einenDollar bezahltundjederLabelin L er héchstengwei
Dollar bekommt, danngibt esoffensichtlichhéchstengloppeltso viele Labelin Loyt wie in
Lieft

An keinerStellewird ein bestimmted/odell vorausgesetztieshallgilt derApproximierungs-
faktorvon 3 fiir alle Modelle.

6.3 Implementierung und Laufzeitanalyse

Die folgendeBeschreibing desAlgorithmusbeziehtsich auf dasvier-Positionen-Modellmit

bereitsgesetzteabelmit0 m n. Am AnfangistL = 0. Die Breiteb; desLabelsl; ist ge-
gebendie Hoheist 1 (mankanngegebenerdlls die SkalaanpassenDer Refeenzpunkeines
Labelsist desserinke untereEcke, d.h. zu jedemPunktgehdrenvier ReferenzpunkteNur
die vier ReferenzpunkteinesPunkteswerdenim Algorithmus verwendetder zu beschrif-
tendePunktist im Weiterenunwichtig— ein Punktwird niemalsdoppeltbeschriftet,da die
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Labelsichnichtberihrerdirfen.SomitbestehderInput ausallen Referenzpunkteandden
zugehdrigerLabelbreiten.

Ist ein Label l; zur Losungsmengé hinzugefugt,kanninnerhalbvon I; undin einemdazu
kongruenterRechtecleineEinheitdaruntekkein Referenzpunkinehrliegen.BeideRechteck
zusammenildendaserweiterteRedted |;, sieheAbbildung6.5.WegenderGreedy-Stratgie
kannauchlinks von|; kein Referenzpunkinehrliegen.

9
2

Abbildung 6.5: Das erweiterteRedhted |; einesLabelsbestehtausdem Label selbst(grau)
unddessenuntererkopie (weil3).

Einenaive ImplementierunglesGreedy-Algorithmusnit ListenundArrayswiirdeO(n3) Zeit
benétigen.Eine hohereEf zienz erzielt mandurchdie VerwendungeinesHeapsund eines
Prioritats-Sudibaumsals Datenstrukturensiehe Abschnitt6.6. Der Heapwird benétigtzur
BestimmungdesnéchsterLabels,d.h. deslinkestenRedtedks, denndarinwird die Summe
vonx-KoordinateundLabelbreitgedesReferenzpunktegespeichertDie WurzelhaltdasMi-
nimumund damitdie x-Koordinateder rechtenKantedeslinkestenRedkteds Der Prioritats-
Suchbaunwird mit denReferenzpunkteallermdglichenLabelpositionernitialisiert. Er wird
zur AktualisierungdesHeapbendtigt,d.h. um Referenzpunkteu nden, die ungultiggewor-
densind,weil sieinnerhalboderlinks deserweiterterRechteckd; liegenundentferntwerden
missen.

SolangenochEintrageim Heapsind,werdenfolgendeSchrittewiederholt:

a) FugedennachsteriLabel, der durchdie Wurzel desHeapsbestimmtwird, zur Losungs-
mengeL hinzu.

b) LéschedasMinimum im Heap.

¢) Anfrage an den Prioritats-Suchbaumyelche Referenzpunktaingiiltig werdenund L6-
schenderentsprechendegintrageim Heapundim Prioritats-Suchbaum.

Am Schlusswird die Lésungsmengk mit denvom Greedy-AlgorithmususgevahltenLabeln
zuriickggeben.

Nun wird untersuchtwelcheasymptotisché.aufzeit der Greedy-Algorithmuanmit Hilfe der
DatenstrukturemusAbschnitt6.6 erreicht.

Satz6.1 GegebenseieineMenge vonn PunktenDer Greedy-Algorithmubesdirriftet minde-
stenshalb so viele Punktewie eine optimaleBesdiriftung. Er bendétigtdafir O(nlogn) Zeit
undO(n) Speiterplatz.

Beweis. In Lemma6.1 wurde gezeigt,dasses einen Approximationséktor von % fur den
Greedy-Algorithmugyibt. FolgendeUberleggungenfiihrenzur Bestimmungder Laufzeit: Der
Heapwird mit n Punkteninitialisiert, was O(n) Zeit benétigt.Die Anzahl der Operationen
ist deshalbbegrenztdurch O(n), da aulR3erderungultig gevordenePunktegeldschtwerden.
JededieserOperationerbrauchthéchsteng(logn) Zeit. Die Struktur desHeapkannalso
in O(nlogn) Zeit aufrechterhaltenwerden.DasGleichegilt fir denPrioritats-Suchbauner
wird mit n Punkteninitialisiert und eswerdenspaterkeine hinzugefiigt Anfragenbrauchen
O(k+ logn) Zeit unddie gefundenetk Punktewerdengeltschiundtaucherspatemicht mehr
auf. Darausberechnesichinsgesameine Aktualisierungszeivon O(nlogn).
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6.4 Andere Modelle

Naturlichist die Festlgungvon vier erlaubterRechteckpositionenur einevon vielen Mog-
lichkeiten. Man kann auchnur eine Positionzulasseroder acht oder noch mehr Weiterhin
ist esmaoglich, die Anzahl der Rechteckpositionenicht zu beschran&n, d.h. die Rechteck
mussemur mit einerKantedenzu beschriftende®unktberihrenSolcheModelle mit einem
Kontinuumvon erlaubtenLabel-PositionerheilRenSdieberModelle siehe Abbildung 6.6.
Aber auchhier gilt der Approximationséktor von % fur den Greedy-Algorithmusdennder
Beweisvon Lemma6.1ist unabhangigygom Modell.

4S 2S

Abbildung 6.6: Vier-Schieber, zwei-Schieber und ein-SchiebeModell (von links nach
rechts)mit Pfeilen,die die moglichenSchieberichtungeangeben.

Um auchfiir SchiebemodelleineLaufzeitvon O(nlogn) zu erreichenmussderAlgorithmus
angepassiverden.Einige neueBezeichnungemerdeneingefihrt.Die méglichenPositionen
fur denReferenzpunkeinesPunktesp; werdenbeimallgemeinstewier-SchiebeiModell dar
gestelltdurchvier Refeenzsgmente zwei vertikale und zwei horizontale Referenzpunktpo-
sitionen,die nicht mehrmaéglich sind, werdendurchdie rechte Umhillendealler erweiterten
Rechteck ; begrenzt,sieheAbbildung6.7. WegendernununbeschrankteAnzahlmdglicher
Referenzpunktpositionesind mehr Datenstrukturemdtig, um daslinkesteRetted zu n-
denund dieseStrukturenzu aktualisierenDie SchrittedesAlgorithmus bleibenim Prinzip
unverandertsie sind nur komplizierter damehrDatenstrukturemeteiligtsind. Wiederist die
Laufzeitbei n PunktendurchO(nlogn) begrenzt.Dasliegt daran,dasseinerseitslie Opera-
tionenauf die Datenstrukture®(logn) bzw. O(k+ logn) Zeit braucherund andererseitslie
AnzahlderOperationerdurchO(n) begrenztist.

Abbildung6.7: Die rechte UmhllendedreiererweiterterRechteck (verstarktelinie).

6.5 Vergleichvon Modellen

ZweiModellewerdenin ihreroptimalenLdsungunterschiedliclviele PunkteeinerMengevon
PunktenbeschriftendenndurcheinehthereAnzahlvon zugelasseneRechteckpositioneist
die Wahrscheinlichkit groRer dassein Punktbeschriftetverdenkann.

Das\erhaltniszweier Modelle beschreibtwie viel mehr Punktemit demeinenals mit dem
andererModell beschriftetwerdenkénnen(mit quadratischehabelnder Grof3el x 1). Zur
BestimmungdesVerhéltnissegweierModelle,nimmt maneineoptimaleBeschriftunganfir
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dasModell M1 mit dergréBererAnzahlanzugelasseneRechteckpositioneanniiberfihrt
manM; in daseingeschrankter®lodell M, durchsukzessie Neubeschriftunglerin M1 be-
schriftetenPunkte indemmannachund nachjedenLabelin einePositionbevegt, diein M3
zulassigist. Dadurchentstehend&berlappungenverdeneliminiert durchEntfernender ent-
sprechendehabel ausder LésungsmengeDies machtman solange bis alle Label ausM1
behandeltvurden.

Beispiel 6.1 Die Uberfiihrungdeszwei-ShieberModellsin das vier-Positionen-Modellge-
schiehtdurch SthiebendesLabelsnadc links oderrects. Man kannzeigen,dassdasVerhalt-
nis zwei ist, d.h. theortisd kdnnendoppeltso viele Punktemit demzwei-SbieberModell
bestriftet werdenwie mit demvier-Positionen-Modell.

Da dasVerhaltnisfir quadratisché.abel gilt, ist esnur ein Hinweis auf die relatven Unter
schiededer Modelle untereinanderAbbildung 6.9 zeigt die gemessenelerte einer Imple-
mentationdesAlgorithmusin C++ zur Beschriftungvon 1000Stédterin denUSA, sieheAb-
bildung 6.8. Die Anzahlder beschrifteterStadtedurchdasvier-Postionen-Model(4P) dient
alsReferenzwert.

Abbildung 6.8: Beschriftungvon 1000 Stadtenin denUSA mit demvier-Positionen-Modell
bei einerSchriftgréRevon zehnPunkt(entnommeraus[vKSW99)).

Schrift- Modell
gréReinpt || 1P | 2P 4P 1S | 2S5 | 4S
51 87| 97| 1002971 | 101 | 102 | 102
6| 81| 95| 1002952 | 101 | 103 | 103
7| 78] 94| 1002901 | 103 | 106 | 107
8
9

76 | 94 | 100=896 | 102 | 106 | 106
74 1 92 | 100=817 | 102 | 108 | 110
10| 72 | 91 | 100=769 | 102 | 110 | 113
11| 72| 91 | 100=721 | 101 | 111 | 115
12 || 70 | 89 | 100=709 | 101 | 112 | 114
13| 70 | 89 | 100=638 | 101 | 112 | 115
14 || 69 | 89 | 100=624 | 102 | 111 | 114
15| 69 | 89 | 100=550 | 101 | 114 | 117

Abbildung 6.9: Beschriftungvon 1000Stadtenin denUSA in %, absoluteAnzahlanggeben
beim4P-Modell(enthommeraus[vKSW99)).

49



6.6 VerwendeteDatenstrukturen

In diesemKapitel werdendie beidenDatenstrukturerPrioritditssuchbaumind Heapvorge-
stellt,die beiderlmplementatiordesGreedy-Algorithmudiir dasvier-Positionen-Modelver
wendetwerden Diesewerdenbendtigt,um eineLaufzeitvon O(nlogn) zu erreichen.

In einemPrioritats-SuchbauriMcC85] werdendie Koordinatenson PunktergespeicherDie
Struktur des Prioritats-Suchbaumerlaubteine Anfrage mit den Koordinateneiner vertika-
len Strecle f Xmaxd  [Ymin; Ymaxl, die alle Punkteliefert, die links davon liegen, sieheAbbil-
dung6.10.Der Baumbendétigtbein PunktenO(n) Platz,eineAnfrageO(k+ logn) Zeit, wobei
k die AnzahldergefundenerPunkteist.

c
c
s LIIIIN T Ymax
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: A A A
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Abbildung 6.10: Eine Anfrage mit x-Koordinatexmax ~ Abbildung 6.11: Ein nicht ganz
undy-Intervall [ymin; Ymax anden Prioritats-Suchbaum geflllter binérer Suchbaum mit
liefert alle ausgefilltenPunkte,also Punkte(x;y) mit 13 Knoten und vier Ebenen
X XmaxUndymin Y Ymax (log, 13< 4).

Ein Heapist ein Array, deralsvollstandigebinarerSuchbaunaufgefsstwerderkann[CLR96].
Der Suchbaunheil3tbinar, dajederKnotenhdchstengwei Kinder hat, soferner Kinder hat,
sieheAbbildung 6.11.Er wird von links hachrechtsund von obennachuntenaufgeftilit. Da
alle Ebenen- bis auf die letzte mdglicherweise- vollstandig gefiillt sind, heiltder Baum
vollstéandig.Die ArraydarstellungentsprichtderdesBaumesnsofernalsdie Reihenfolgebei-
behaltenwird, d.h. deri-te Knotenim BaumhatdenIndex i im Array, die Wurzel z.B. hat
denindex 1. Mit demindex i einesKnotenkannmanauchdenVorgangerund die Nachfol-
ger bestimmenDer vorhegehendeKnotenhatdenindex 3, derlinke nachfolgendé<noten
2i und derrechtenachfolgendekKnoten2i + 1. Dasreduziertden Speicherplatzda man fir
die Suchekeinezusétzlicherzeigerauf denElter und/oderdie Kinder braucht.Der Speicher
platzist begrenztdurchO(n) bei n Knoten.Der Zeitaufwandfir die Basis-Operationeaum
Erhaltder Strukturwie Einfigenund Loschenvon Knoten, EntfernendesMinimums ander
Wurzel (extract-min),sind durchdie Hohe desBaumeshegrenzt,alsodurchO(logn). Somit
brauchtder Sortieralgorithmudieapsort derauseinembeliebigenArray einenHeaperstellt,
insgesamO(nlogn) Zeit.
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Kapitel 7

Die Beschriftung von Punkten mit
verschiedengrol3enKr eisen

Kristina Hanig

Stellenwir unsvor, wir sollenaufeinerLandkarte(z.B. der Deutschlandkartedie Stadte die
durchPunktegekennzeichnesind, mit inrenNamenbeschriftenin einigenGebieterDeutsch-
landsliegen sehrviele StadtenebeneinandelVie beschriftetman diese,so dasssich keine
Namenuberschneiden?

Ein &hnlichesProblemist die Beschriftungvon Wetterkarten EinzelneRegionendesLan-
deserhaltenSymbolefiir Sonne Regen,Wolken, usw. DieseSymbolekdnnendurchKreise
damgestelltwerdenUnd auchdiesemiisserwiedersoangeordnesein,dasssiesichnichtiiber
schneiden.

Wir formulierennundasProblem\Wetterkartenbedwiftung wie folgt. SeieineMengeM von

maoglichstvielen Punktenmit disjunktenKreisender gegebenernGroliein jeweils einerder
folgendenPositionen:

3

Abbildung7.1: 4-Positionen-Modelfir die Beschriftungvon Punktemnmit Kreisen.

demmaoglichstviele der b; verschiedervon 0 sind,wobeib; = 0 bedeutetdassder Punkt p;
nicht beschriftetwird. Wir betrachterdie Kreisealstopologischabgeschlossedamitsichje
zweidervier BeschriftungskandidatezinesPunktesschneiden.

Das Wetterkartenbeschriftungsprobléfihrt unsauf dasallgemeinereProblemder maximal
unabhangigeMengeauf Kreisgraphenbei demwir nundie zu beschriftenderPunktenicht
mehrbetrachtemmiissen.
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7.1 MathematischeProblemde nition

und Mittelpunktenc; = (x;;yi). Gesuchist einemaximalunabhéngigélenge(MUM) D°=
MUM(D) vonD, d.h.D® D mit D;\ D; = 0fir alleD; 6 D; 2 D°undjD{ ist maximal.
Zwei KreiseD; undDj schneidersich,wennfir deneuklidischerAbstandihrer Mittelpunkte
gilt dist(ci; c) d'+—2d‘ DieseSchnittinformatiorwird im Kreis-Graphengespeichertienwir
nunde nieren. Zur lllustrationsieheAbbildung7.2.

De nition 7.1(Kr eis-Graph) Ein Kreis-Graph ist der Sdnittgraph einer Menge von ver-
schiedengrof3enKreisenin der Ebene d.h. jeder Knotenentspritit einemKreis, und esexi-
stierteineKantezwishenzweiKnoten,wennsich die zweizugehorigenKreiseschneiden.

%C%%gé A\: <7[ \

Abbildung7.2: Eine Mengevon Kreisenund der zugehdrigeKreis-Graph.

MUM ist ein NP-schweresOptimierungsproblemsogar falls alle Kreise gleich grof3 sind.
Man kannalsonicht erwarten,daf3ein ef zienter Algorithmusexistiert. Der bisherbesteAp-
proximationsalgorithmu&ir MUM auf Schnittgraphewon KreisenbeliebigenDurchmessers
erreichteeinenApproximationséktorvon fiinf [MBH* 95]. Diesist schonein erstaunlichgu-
tesResultatdennfiir MUM aufallgemeinerGraphen(gegebenG(V;E), nde V° V mitjV§
maximalund (v;w) 62 fiir alle v,w 2 V9 hatder bestebekannteAlgorithmusnur einenAp-
proximationséktorvon O(n* €) (siehe[EJS01). Wir stellenhier ein Approximationsschema
vor, mit demmantheoretischeliebignahandie optimaleLésungheraniommt.

De nition 7.2(PTAS fur MUM auf Kr eis-Graphen) Eine Scar von AlgorithmenA. heifdt
Polynomialzeit-Apprximationsskema(PTAS)fur MUM , falls fir jedese> 0 der Algorithmus
A¢in jederMenge D vonn Kreisenin Polynomialzeieineunabhangig Menge mit mindestens
12 JMUM(D)j Kreisen ndet.

Ein solchesSchemanit polynomialerAufwandhaberErlebachJansemundSeidelin [EJS0]
prasentiert.

7.2 Ein PTAS fir MUM auf Kr eis-Graphen

Der Algorithmus arbeitetmit dynamischeiProgrammierungg.h. dasProblemwird in Teil-
problemedesselbelypszerlegt, die aberkleinerund deshaldeichterzu lésensind. Aus den
Ergebnisserder Teilproblemewird danndie LésungdesGesamtproblemsusammengesetzt.
Hierfur werdendie Kreise nachunterschiedlicheiGréRenordnungesortiertund die Ebene
nachdengleichenGrdéRenordnungeim Quadratezerleggt, wobei jedesgréRereQuadratklei-
nereenthélt. Es werdennur noch die Kreise betrachtetdie die Quadrateder gleichenGro-
Benordnungpicht schneidenFir jedeunabhangig&engegrol3erKreisewird einemaximale
unabhangig&lengekleinererKreisebestimmtdie die groRenKreisenicht schneiden.

KonkretgehtdasfolgendermaRerSeik > 1 fest. Die Kreisewerdenso skaliert,dassd = 1
der gréRteKreis und dmin der Durchmessedeskleinst?nKreisesisk Die Mengeder Kreise

wird in (I + 1) verschieden&evelsunterteilt,wobeil = '09k+1mlm .
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Level O

Abbildung7.3: EinteilungderKreisein Levels (entnommeraus[EJS0]).

Der Level j enthaltalle D; mit Durchmesse(k+ 1) Iod > (k+ 1) (*D 'wobeiD; 2 D
undO j |, sieheAbbildung7.3.FirjedenLevel j mit0 j | wird einNetzin derEbe-
ne erstellt,welchesdie Geraderenthalt,die (k+ 1) ! voneinandeentferntsind (vergleiche
Abbildung 7.4). Die v-te vertikale Geradeist bei x = v(k+ 1) ' undvom Index v; die h-te
horizontaleGeradédst beiy= h(k+ 1) ' undvom Index h.

De nition 7.3 Seier 0unds< k. Dier-tenvertikalenGeradenmitr v modk unddie
s-tenhorizontalenGeradenmits h modk heil3enaktiv fur (r;s).

(
S

N
1
1
T
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.
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I

Abbildung 7.4: Beispiel fur die Unterteilungder Ebenemit k = 5. Die groRenKreise sind
vom Level j, die kleinenvom Level j + 1. Aktive Geradersind fett gezeichnetKreise, die
dieseGeradenschneidensind gestricheltgezeichnetEin Kreis vom Level j schneidenur
eineaktive GeradewennseinMittelpunktim graumarkierterBereichliegt. (Enthommeraus
[EJSO01.)

SeiD (r;s) die MengeallerKreise,die durchdasLdscherderKreiseentstehtdie einefir (r; s)
aktive Geradevom gleichenLevel schneiden.
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Der Algorithmusbetrachteglle k? méglichenWertefiir r unds, sodass0  r;s< k. Firrjede
Maoglichkeit wird einemaximaleunabhangigdengein D (r;s) berechnet.

Wir betrachtenetzt dasProblemaufdemLevel j und xieren (r;s). Ein Quadratdasvon je-
weils zwei aufeinanderfolgendeaktiven Geraderberandetvird, nenntman j-Quadiat. Auf-
grundunsereiDe nition von aktiven Gerademilt:

Lemma7.1 Fiur0 < listjedes(j+ 1)-Quadat vdllig in einemj-Quadmt enthalten.

Lemma 7.2 Ein einfadhesPadkungsagumentliefert, dassdie Anzahlder disjunktenKreise
vomLevel hdchstensj, die ein j-Quadmat schneidendurch eineKonstanteC bestiréanktist.

Wir betrachtemur relevante j-Quadiate, d.h.jeneQuadratefir die D (r;s) mindestenginen
Kreis vom Level j auseinem j-QuadratS enthalt.Ein j2QuadratS’ wird Kind von S ge-
nannt,wennS® S j°> j und eskein relevantesj%%QuadratSgibt, sodass® S° S
und j°> j° j. Wahrendder Algorithmusein relevantesj-QuadratS verarbeitetwird eine
TabelleTs berechnetin der TabellestehenPaarevon Mengen.Die ersteMengeM; enthélt
disjunkteKreisevom Level héchsteng, wahrenddie zweiteMengeM, = Ts(M;) die dazuge-
hérigemaximaleunabhangigdlengedisjunkterKreisein Svom Level mindesteng ist. Fir

jedeMengeM disjunkterKreisevom Level héchsteng wird alsodie groRteMengeM zur Er-

weiterungvon M durchHinzunahmevon KreisengréRererLevelsin SherechnetDieserfolgt

durchNachschauein denTabellenTs nachdenzugehorigergespeicherteiMengen,wobei

alle Kinder S’von S durchlauferwerden Wurdedie Tabellefiir alle relevantenQuadratebe-
rechnetpildet mandie Vereinigungaller MengenTs(0), dasist geradedie zweiteMenge,die

zurleerenMengegehort fur alle relevantenQuadrates, die keinenVaterhabenDasErgebnis
ist die maximaleunabhangigélengein D (r;s), die in polynomialerZeit berechnetvird.

Lemma 7.3 Fur einfestek > 0 ist die LaufzeitdiesesAlgorithmuspolynomial.

Beweis. Bei gegebenem Kreisenexistierenhdchstens relevanteQuadratedie in polyno-
mialer Zeit berechenbasind. Fir jedesdieserrelevantenQuadratewerdenO(n®) Mengen
berechnefsieheLemma?7.2) und fir jede dieserMengenO(n)-mal auf die Kinder von S
zugegriffen. Da der Algorithmusfiir k> méglicheWertevon r und s lauft, erhaltmaneinen
Aufwandvon O(k?n®* 1y,

Zusammerdssendyilt:

Satz7.1 Esexistiertein PTASfur dasMUM -Problemin Kreis-Graphenbei gegebenerKreis-
darstellung

7.3 Ausblick

Eswurdeein PTAS fur dasMUM-Problemin Schnittgraphernon verschiedegro3erKreisen
damgestellt,dasfir jede natirlicheZahl k einenApproximationséktor von (1 + glz) hatund
damitdie bisherbestehendeResultataleutlichverbessertDabeiwurdenkeinespeziellerei-
genschafterder Kreise ausgenutztDemzufolgeist dasPTAS auchauf anderegeometrische
Objekte wie z.B. QuadratederregularePolygoneanwendbar-Ur Rechteck ist esauchnutz-
bar, wennsichdasVerhéltniszwischenBreite und Laéngenicht mehralsum einenkonstanten
Faktorandert DasProblemMUM kannverallgemeinertverdenjndemmaneineGewichtung
der Kreise einfihrt. Dasin [EJS0] beschriebend®TAS l6st die gewichtete Versiondieses
ProblemsUm die Darstellungzu vereinfachenhabenwir hier nur die ungavichteteVersion
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vorgestellt.Der einzigeUnterschiedm Algorithmusbestehtdarin, dassbei der Berechnung
der Tabelleneintragdeim dynamischerProgrammiererdas Gewicht der Kreise statt derer
AnzahlalsZielfunktion verwendetvird. Die grundlggenderideensindansonstenie gleichen
wie die hier vorgestellten.

UnterbestimmterBedingungerkannmanauchPTAS fur MUM auf Schnittgraphewon geo-
metrischerObjektenim d-dimensionalefRaumerhalten.

Esist nochnicht sicher ob eine Erweiterungauf Schnittgraphemwon Rechteckn mit belie-
bigem Verhaltnisvon Langeund Breite moglich ist. Es existiert bishernur ein Approxima-
tionsalgorithmusnit einemApproximationséktor von O(logn) [AVvKS9§. Ein Algorithmus
mit konstantemApproximationséktor (alsounabhéngig/on n) odergar ein PTAS fir diese
Fragestellungst ein schwierigeoffenesProblem.
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Kapitel 8

Punktbeschriftung mit
gleichformigen Quadrattripeln

Paul Rosenthalind Stefen Rudnick

Die Beschriftungvon Punktenauf Karten,geometrischeZeichnungerodergra schenAus-
wertungenverschiedeneBacherhalteist sehrzeitaufwendigVor allem,wennessich dabei
um die Beschriftungvon vielen Punktenhandelt,ist dies ohne Algorithmen, die dannvon
Computerrabgearbeitetverdenkdnnen kaumrealisierbar

Dabeiverfolgt manzweiverschieden&iele, zumeinendie Maximierungder Anzahlder be-
schriftetenPunktebei vorgegebeneBeschriftungsgroRend zum andererdie Maximierung
derBeschriftungsgréRenterder Vorgabe,dassalle Punktebeschriftetwerdensollen.In die-
semKapitelbeschaftigemvir unsnurmit derGréRenmaximierungu dieserZielfunktion gibt
esschonAlgorithmen,die Punktemit einem[FW91] oderzwei [QWXZ00] Quadratersawie
mit einem[DMMO02] oderzweiKreisen[WTX02] beschriften.

Die Beschriftungvon Wetterkartermit TemperaturWettersymbolind Stadthamederahnli-
cherKartenkanndadurchmodelliertwerdendasgederPunktmit drei achsenparalleleQua-
dratenbeschriftetvird. DiesesProblemwird durcheinenAlgorithmusvon Duncan Quianund
Zhu [DQZO01] geldst,denwir im folgendenvorstellenmdchten Er berechnezu n gegebenen
Punkterin derEbenedie gréRtmaéglichéBeschriftungsgroRgKantenlangelerQuadratebmax,
derart,dasssichkeinezwei QuadrateschneiderundjedesQuadratdenPunkt,denesbeschrif-
tensoll, mit einerseinervier Eckenberihrt.Weiterhin ndet eraucheinesolcheBeschriftung
dern Punktemit 3n QuadratemerKantenlangesmax. Die Zeitkomplexitat diesesAlgorithmus'
betragtO(nlogn).

Wir betrachterdie folgenderbeidenTeilprobleme:

Entscheidungspoblem: Man muf3von einer gegebenerBeschriftungsgrofis entscheiden
kénnen,ob eineBeschriftungmit Quadraterder Kantenlange maglichist.

Suchenach der gréRtmdglichenBeschriftungsgréfRe: Man benétigteine moglichstkurze
undef zient berechenbarkiste von moglichenBeschriftungsgréRemie auchdie ma-
ximaleBeschriftungsgroRenax enthdltNachdemSortiererdieserListe kannmandann
mittelsbindrerSucheundjeweiligem LésendesEntscheidungsproblenisr die einzel-
nenElementesnax nden.
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8.1 Entscheidungspoblem

Esgilt nunfestzustellenpb dasEntscheidungsproblefiir einegegebeneBeschriftungsgréie
s losbarist. Das heif3talle Eingabepunktemiissenmit je drei Quadraterder Kantenlanges
Uberschneidungsfréieschriftetverdenkdnnen.

De nition 8.1 (Multigraph Gg(P,Es)) Seienan jedenPunktp 2 P alle vier méglichen La-
bel mit Kantenlang s gesetztDann entspritit jedemPunkt p ein KnotendesGraphen.Eine
Kante (p;q) mit p;q2 P existiert gdw sich genauein Label von p mit einemvon q Uber
schneidet,sieheTyp 1 in Abbildung8.1. ZweiKanten(p; q) existierengdw zweilLabelvon p
Uberschneidungnmit Labelnvonq haben sieheTyp 2 in Abbildung8.1.

Typ1l Typ 2 Typ 3

Abbildung8.1: Uberschneidungstypen

Um dasEntscheidungsprobleiiir eine BeschriftungsgréRe zu l6sen,wird der Multigraph
Gs(P, Es) berechnetSobaldsichalle vier Labelvon mindestengwei Punkteniiberschneiden,
ist keineBeschriftungmit s moglich, sieheTyp 3 in Abbildung8.1,undderAufbaudesGra-
phenkannabgebrochewerden.

Wir wollennundie Lésbarleit desEntscheidungsproblenteiderPunktbeschriftungraphen-
theoretischcharakterisierenum es dannmit gangigenGraphenalgorithmeru I6sen.Dazu
benétigerwir denfolgendenGrundbgriff ausder Graphentheorie.

tetund somitje Punktdrei Labelgesetzt Wir charakterisieremun einespezielleForm solch
einerBeschriftungumim anschlielRendelbemmaallgemeineAussageriiberdie Beschriftung
einesKreiseszu treffen.

LabeldieserPunktezyklischangeordnegenaudann,wennfiir alle Punktep; gilt, p; hatgenau
die drei Labelgesetztdie keineUberscneidungmit dengesetztetm.abelnvon p; habenwobei
t=i+1 modk.

Lemma 8.1 Umdie Punktep; desKreiseK bestriften zukénnenmisserdie Labelaller p;
zyklist angeordnetwerden.Sold eine Anordnungexistiertimmer

Beweis. Angenommertdie LabelwerdennichtzyklischangeordnetDannexistiertein p; 2 K
mit derEigenschaft
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pi 1 SsetzteinenLabel,dereinenvon p; schneidetund

pi+ 1 SetzteinenLabel,dereinenvon p; schneidet.

Darausfolgt, einerderdrei gesetzterLabelvon p; schneidekeinengesetzterLabelvon p; 1
oderpi+ 1. Somitist die Beschriftungnicht gultig.

Damitwir auchallgemeineAussageriiberdie Beschriftungvon PunktenauRerhallvon Krei-
senmacherkdénnen charakterisierewir diesenun.

N

Abbildung8.2: Der Labell; ist K zugevandt

P1

De nition 8.4 Ein Labell; von p; heiRteinemKreis K zugevandt gdw

p1 2 KOfiir alle KreiseK®
esgibteinenPfad(ps;:::; px) Mit pc 2 Kund(pi; pi+1) 2 Esfuri=1;::5;k 1
|1 schneideteinenmdglichenLabelvon ps.
In Abbildung 8.3 siehtman eine Beschriftungeiner Punktmengemit eingezeichnetertsra-

phen.Man erkenntauch,dasssich hdchsten®in Kreis in jederZusammenhangsknponente
be ndet.

AN

Abbildung8.3: BeispieleinermoglichenBeschriftung

Lemma 8.2 Alle Punkteeiner Zusammenhangskponentgwelde nicht in einemKreis lie-
gen, musserdie drei Label setzendie nicht demKreis zugewandtsind, um eine glltige Be-
sdriftung zuerhalten.
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Beweis. AngenommeraneinemPunktp; 2 K wird derdemKreis zugavandtel abelgesetzt.
Die weiterenPunktep; missenrdannauchimmer dendem Kreis zugavandteLabel setzen.
Somitsetztauchpyx 1 einenLabelly 1, dereinenLabelly von px 2 K schneidetly kannkein
Labelsein,daswegender zyklischenAnordnungin K soviesoschonweggelassemvurde,da
sonstpx 1 ein PunktdesKreisesseinmuisste Somitkann px denLabel zu px 1 nicht setzen
undlaRtein zweiteszyklischweg. Also erhédltmankeineglltige Beschriftung.

A
Ky p\j.\ K
S —

Abbildung8.4:Beispiel,in demeineBeschriftungmit dergegebenerKantenlangaicht mog-
lich ist.

Beim Betrachterder Abbildung8.4 erkenntmansofort,dasskeineBeschriftungmit deraktu-
ellenBeschriftungsgroRmaoglichist. Im GraphersindinnerhalbeinerZusammenhangskn-
ponentezwei Zyklen. Diesflhrt zu Lemma8.3.

Lemma 8.3 Eine Besairiftung vonn Punktenmit einer BestriftungsgréRes ist genaudann
moglich, wennjede ZusammenhangskponentaelesGraphenGgs hddstenseinenKreis ent-
halt.

Beweis. Wir betrachterzweiFalle.

(i) GshateineZzusammenhangsknponentanit mindestengweiKreisenKs; Ks.

zen,welchenicht K; und auchnicht K, zugevandtsind. Somitkann p; nur zwei
Labelsetzerundeinegultige Beschriftungst nicht méglich, sieheAbbildung8.4.

b. FallsK;\ K6 0 soseip?2 K;nKy. Dannhat p zwei, demKreis K, zugevandte
LabelundmiftenachLemma8.2 diesebeidenweglassenDamitist keinegultige
Beschriftungméglich.

(ii) In jederZusammenhangsknponenteron Gs be ndet sichhdchstenginKreis.

a. Wennin einerZusammenhangsknponentgenatleinKreisK existiert, sowerden
die LabelderPunkte wie in Lemma8.1undLemma8.2 beschriebemgesetzt.

b. In einerZusammenhangsknponentehneKreiswahlemansicheinenbeliebigen
Punktp undsetzeanallenandererPunktender Zusammenhangsknponentealie-
jenigenLabel,welchenicht p zugevandtsind. An p laRtmanein beliebigegz.B.
grundséatzlichdasrechtsunten)weg.
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ZumFindendieserKreisedurchsuchmanjedeZusammenhangsknponentelesGraphervon
einembeliebigenStartpunkiperTiefen-oderBreitensucheéWWennmananeinenPunktgelangt,
denman schonbesuchthat, so hat man einenKreis gefunden Man streichtdie Kante, auf
dermanzu demPunktgekommenist, und durchlauftdie gesamteKomponentenocheinmal.
FindetmaneinenweiterenKreis, soist die Beschriftungmit der Gro3es nicht moglich.

Die AnzahlderKantendesGrapherGsist linearin n unddasFeststellererAnzahlderKreise
linearin derAnzahlderKanten.Esfolgt also

Korollar 8.1 BeigegebenenGs kanndasEntsheidungspoblemfiir einegegebeneBesdarif-
tungsgroResin O(n) Zeit geldstwerden.

8.2 Maogliche BeschriftungsgrofRen
Da gezeigtwurde,dassdasEntscheidungsproblemdsbarist, benétigtmannun eineListe L

von mdglichenBeschriftungsgrofies

Offensichtlichgilt: Bei maximalerBeschriftungsgréRemnax missersich die Label von min-
destengwei PunktenberiihrenDennwenndies nicht der Fall ware, kdnnteman smax noch

groRerwahlen.
| P
q

Abbildung8.5: Kandidaterfiir die maximaleKantenlangéei derBeschriftungvon p undq

Seidy(p;0) = maxj X, Xgi;j¥p Yqig der Abstandder Punktep, g in der Maximumsme-
trik undseidmin(p;d) = minff Xp  Xgi;J¥p  Yqi9. Abbildung 8.5 zeigt alle moglichenFalle
maximalgrol3eBeschriftungzweierPunktep; q 2 P. Diesflhrt unszufolgendemLemma.

Lemma 8.4 Esqibt p;q2 P,sodasssmax 2 f dy (p;0); %d¥(p; d); dmin(p; 9) 0.

Fir die n gegebenerPunktewérendies O(n?) mégliche BeschriftungsgréRerie manin
Abbildung 8.6(a)sieht,gibt esfur jedenPunktp eineUmgetlungB, in deralle Punkteliegen
mussenwelchemit ihren Labelnnochdie von p beriihrenDa die Label der Punktein B in
einemQuadralC derKantenlangess liegenmusserundsichim Fall s spax hichtschneiden
durfen,ist klar, dassC nur 12 Punkteenthaltenkann. Aber wir kénnendieseKonstantemit
einerandererArgumentatiomochweitersenien.

Lemma 8.5 Als mdgliche BestriftungsgréRerkommerje Punktnur die Abstandgim Sinne
vonLemma8.4) zuseinervier nacstenNachbarn,gemessein der dy -Metrik, in Frage.

Beweis. Fir p gibt esvier kritische Punkte namlichdie EckendesQuadrate\ mit Kanten-

lange2s und Mittelpunkt p. EinerseitamussjederPunktq, desserLabeldie von p schneiden,
einenLabel habendaseinendieserkritischenPunkteenthalt. Andererseitslarf jederdieser

Punktebei einer gultigen Beschriftunghéchstensn einemmdéglichenLabel einesanderen
Punktesp; liegen,sieheAbbildung 8.6(b),dader GraphGs sonstandieserStellemindestens
zwei Kreise enthalterwiirde. Damit kdnnensich die Labelvon p nur mit denLabelndieser

vier Punktep; berihrenweshalbnur die Abstdndezu diesennéchsterPunktenals Beschrif-

tungsgréfRein Fragekommen.
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Abbildung8.6: Umgelungenvon pmits  Smax

Lemma 8.6 Die Lange der Liste der moglichen BesairiftungsgrofRerL ist linear. Wenn fir
jedenp 2 P seinevier nachstenNacbarnbekannsind,soistL auchin linearer Zeiterstellbar

8.3 Algorithmus

Als ersteswird fur jedenPunktmit einemSweepline-AlgorithmugineListe seinervier nach-
stenNachbarrerstellt. Dies benétigtO(nlogn) Zeit. Darauswird die Liste L der méglichen
BeschriftungsgrofReim O(n) Zeit erstelltunddannin O(nlogn) Zeit sortiert.

Nun beginnt die binareSuche.Solangein L nochmehrals ein Elementsteht,wird mit dem
mittleren ElementdasEntscheidungsprobleigeldst.Wennmit der GréReeine Beschriftung
moglichist, werdenalle kleinerenListenelementgestrichenAnsonsterwird dasaktuelleund
alle groRererElementeausder Liste entfernt.DasListenelementywelcheszum Schlussnoch
in L steht,ist die gesuchtayroZtmoglicheBeschriftungsgroRgmax-

Mit Smax wird Gs,,, erstellt. Dannwerdendie Label entsprechender Lemmata8.1 und 8.2
gesetzt.

Satz8.1 Die Berechnungeiner Bestriftung vonn Punktenmit je drei Quadiatenmaximaler
Kantenlang benétigtO(nlogn) ZeitundO(n) Speiterplatz.

Beweis. DiebinareSuchan L bendtigtO(logjLj) SchritteunddamitnachLemma8.60(logn)
Schritte.NachKorollar 8.1 benétigtdie LosungdesEntscheidungsproblenfigr eineBeschrif-
tungsgrofes O(n) Zeit. Da dasEntscheidungsproble@(logn)-mal geléstwerdenmuf3,be-
notigt die gesamteBerechnung/on smax und die Beschriftungder PunkteO(nlogn) Zeit. Da
L lineareLangeund Gs einelineareAnzahlvon Punktenund Kantenhat, benétigtder Algo-
rithmusO(n) Speicherplatz.

8.4 Ausblick

Zur weiterenMaximierungder BeschriftungsgréRkannmanauchannehmendasseinerder
drei gesetzteri abel denPunkt,denesbeschriftetnur mit einer Kante beriihrermuf3.Esist
alsomoglich, je einenLabel pro Punkthin undherzu schieben.
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WennmandiesesProblemmit demgleichenAnsatzlésenwiirde,benétigtemaneinebedeu-
tendléangereliste von mdglichenBeschriftungsgrofRedanichtnurdie Abstandezu dennéch-
stenvier PunkterbetrachtetverdenmisstenAufgrundderVerschielbingdereinzelner_abel
kénnensichauchPunkte die weit entferntliegen,auf die BeschriftungsgréRauswirlen.Die

maoglichenBeschriftungsgréResind

dasheiRtjLj 2 O(n3). Die Beschreiling einesAlgorithmusfiir diesesProblembe ndet sich
ebenéllsin [DQZ01].
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Kapitel 9

New and Open Problemsin
Automated Label Placement

Alexande\olff

Annotatingmaps graphsanddiagramswith piecesof text is animportantstepin information
visualizationthat is usually referredto aslabel placementThe demandfor the automation
of label placementasincreasedvith the amountof informationto be visualized.The ACM
ComputationalGeometryimpactTaskForcereport[Cc99 denotedabel placementisanim-
portantresearctarea.Manuallylabelinga map,for example,is atedioustaskthatis estimated
to take 50% of total mapproductiontime [Mor80].

Like in computationalgeometryin general,mary label-placemenproblemsstart with the
sentencégivenn pointsin theplane.””. The rst label-placemenproblemthatwasconsidered
by theoreticianss the following. Giventhesen pointsin the plane,is it possibleto attachto
eachof theman axis-parallelunit squareijts label, suchthateachpoint coincideswith oneof
the four cornersof its label? Justten yearsago Formannand Wagnershaved that it is NP-
hardto decidethis questionFW91]. Sothey consideredhefollowing maximizationproblem
instead:what is the largestnumber™ suchthat all of the given points can be labeledwith
squaref edgelength™? They gave an algorithmthatalways nds a labelingwith squares
of at leasthalf the maximumlabel size. They alsoshaved thatone cannotexpectto nd an
efcient algorithmwith an approximatiorfactorgreaterthan%.

Sincethentherehasbeena steady o w of publicationsin automatedabel-placementsee
Figure 9.1. In this write-up | am going to list someof the problemsthat have not or only
partially beensolvedyet. | would be glad if any item from this list catchesyour attention!If

you needfurther information, do not hesitateto askme, or simply checkthe Map-Labeling
Bibliography [WS9€]. Fromthereyou candowvnloadmary papers.

9.1 Approximation factors to improve

So far approximationalgorithmshave only beengiven for labeling points. This may be due
to the factthat for polylinesandpolygonsthe target functionis not asobvious asfor points,
whereyou usually want to maximizethe size of labels,the numberor the weight sum of
pointsthat canbe labeledwithout intersection Size maximization,thoughnot asrelevantas
theothertwo tamgetfunctions,usuallygivesriseto very nice geometricalgorithmsandproofs,
seee.g.[SK02, WTX02]. Numbermaximizationis relatedto the maximumindependenset
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Abbildung9.1: Numberof publicationsaboutautomatedabel placemenbver time.

problem(seeChapter$ and7 aswell as[AvKS98). Similarly, weightmaximizationis related
to the maximumweightindependensetproblem(seeChapters) andto schedulingproblems
[PSSWO01. While geometrystill playsarole in numbermaximization,weight maximization
is rathercombinatoriain nature.

Sizemaximization of sliding squarelabels. Considetthe problemof FormannandWagner
wherethe restictionon the label positionis relaxed in that now a label cantouchits point
arywhereonthelabelboundaryTheseareso-calledslidinglabelsasopposedo xed-position
labels Thedecisionproblem,i.e.canasetof pointsbelabeledwith sliding unit squaresis NP-
hard[vKSW99]. While therearepaperson maximizingthe numbefvKSW99 or weightsum
[PSSWO] of the pointsthatreceve a (sliding) label,sofar the only approximatioralgorithm
for maximizingthesizeof axis-parallesquardabelsis actuallythealgorithmof Formannand
Wagner It is basedon the simple obsenation [ZQ02] that eachoptimal solutionfor sliding
squaresanbe mappedo alabelingwherelabelsare half the sizeandtouchtheir point with
a corner Thus Formannand Wagners algorithm hasan approximationfactor of %1 for this
problem.By generalizinghe algorithmof FormannandWagnerto eightlabel positions,one
getsa bettermappingandthusafactor% approximatioralgorithmwith the sametime bound,
i.e. O(nlogn). Very recentlya faCtOF% approximationalgorithmfor the problemhasin fact
beensuggestedQz02], but its runningtime of O(n?logn) seemgo be suboptimal.

Variantsof the problem,wherelabelscan additionally have arbitrary orientation,have also
beenstudied DMM * 97, ZQ0Z,.

Sizemaximization of circular labels. For maximizingthe sizeof circular point labelsthe
currentlybestalgorithmhasanapproximatiorfactorof Tle [DMMO02]. However, thealgorithm
is pseudo-polynomiaand the proof of its correctnesss rathercomplicated while the NP-
hardnesgroof in [SW0]] suggestghat thereis room for improvement.l conjecturethat a
factorarywherebetweens and shouldbepossible.

Number maximization given points on aline. Recentlythe problemof labelingpointson
agivenline (horizontalor sloping) hasbeenconsideredGIM * 01]. In that paperthe size of
squareor rectangulatabelsis maximized.It shouldbe possibleto improve someof the given
time bounds but maybeit is moreinterestingto turn to othertarget functions:Canyou give
exact or approximatesolutionsfor maximizing the numberof pointson a line that can be
labeledgiven x ed-positionor sliding labels?
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Weight maximization. What aboutmaximizing the weight sum, if points have weights?
Thereis an article on weight maximizationgiven sliding unit-heightlabelsand pointson a

horizontalline [PSSWO01, but in thatarticle labelsareintervals, i.e. they canonly be placed
ontheline, notbothaborve andbelow. In spiteof thattheauthorsachieve only afactor(1+ €)-

approximationCanyou give anexactalgorithmor show thatthe problemis NP-hardZanyou

improve upontheirfactor(2+ €)-approximatiorfor pointsin theplane?Thereis apolynomial-
time approximationschememaximizingthe numberof labelsthat receve unit-heightlabels,
bothin thecaseof x ed-positiofAvKS9g andsliding labels[vKSW99].

Maximum (weight) independentset. This is relatedto the previous item. Erlebachet al.
recently settleda long-standingopen problem by giving a polynomial-timeapproximation
schemédor maximum-weightindependenseton intersectiongraphsof axis-parallelsquares
[EJSO01. However, their resultdoesnot carry over to rectanglesSofar only afactorO(logn)
approximatioralgorithmfor this problemis known [AVKS98 [tu99], but it seemeryhardto
comeup with anything better

9.2 Newproblems

| amcontinuingthelist with problemghatl alwayswould have lik edto solve myselfbut either
failedor didn't nd thetimeto... The combinationof graphdrawing andlabel placementhat
is addressedinderthe title “Subway labeling” is the mostimportantopenproblemfrom a
practicalpoint of view.

Subway labeling. Supposeyou are given the subway network of a city asa (geometric)
graph,andasetof directionsthatyou canuseto draw thelines(e.g.0 , 45, 90 ), how would
you draw the subway map?Thereis a very nice recentpaperon this problem[CdBvD"* 01].
However, it doesnot considertwo additionalproblems:

How cansubway stationsbe maovedfrom their true geometrigpositionsto positionsthat
helpstraighteninghe subway lines?

How canthe above problem,which is a graph-draving problem,be combinedwith the
problemof labelingthe subway stations?

Any approacto combininggraphdraving andlabel placementvould be extremelyvaluable
for mary practicalapplications seeFigure 9.2 for a beautifulexample.However, | am only
awareof one,very recentpublication[KMO02] thattriesto tacklethisimportantproblem.

The subway-labelingproblemcould of coursealsobe consideredn isolation: given a poly-
gonalareathatis delimitedby a few subway lines, how canyou label all stationswithin this
areaRelatediterature:thereis aheuristicfor labelinggraphdravings[KT97] anda paperon
elasticlabels(i.e. labelsof x edarea,but e xible heightandlength)that mustbe placedon
the perimeterof amap[IL98].

Balloon Labeling. You aregivena (possiblyvery dense)setof pointsin the planeandfor

eachalabel(e.g.aunit disk). All pointsmustbelabeled butin generatherewon't beenough
spaceo attachthelabelsdirectly to their points. Thusyou mustuseso-calledeadersymbols
straightline sgmentsor arrons thatconnecta pointwith its label.In otherwords:stringsthat
connecipointswith their balloons.Now you might wantto minimize

theaveragestringlength,
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Abbildung9.2: The commutettrain network of Copenhagerseewww.dsb.dk/stog

66




themaximumstringlength,or

thesumof all stringlengths.

Deciding whethera point set can be labeled using unit disks without leadersis NP-hard
[SWO01], soyou cannotexpectto nd optimal algorithmsfor theseproblems.Canyou nd
approximation®r goodheuristicsAn incrementaheuristicthatis beingusedby asmallGIS
compary nearGreifswald is basecn a physicalmodel:you have repellingforcesbetweerthe
labels(asbetweerelectronsandattractingforcesbetweera pointandits label (asbetweeran
electronanda proton).Any solutionto this problemshouldbeimplementecandcomparedo
this heuristicon real-world data.

Besideghedirectapplicationg.g.for labelingdensescatteiplotsor oil drill-holes(se€Zor97]
for examples) solutionsto this problemmight alsobe usedfor labelingsmall areasof land,
e.g.in land-useor geologicalmaps.In thatcasea goodrepresentatie pointfor eachareamust
be determineeforeapplyingthe balloon-labelingorogram.

Interacti ve 3D-labeling. You have a 3D-objectthat the usercanrotateinto variousdirec-
tions. Somepointson this objectare labeledso thatthe useralwaysknows which part (s)he
sees.You mustanticipatepossiblecollisionsbetweenabelsandthenshift themsmoothlyin
sucha way thatthey never overlap (too much).Labelsthat are distantfrom the usershould
becomesmallerandmight alsohave alower priority thancloserlabels.

Arealabeling. Although this problemis not new of course,thereis no “nice” geometric
algorithmfor it sofar. Previous attemptseithersimply computethe maximum-sizenscribed
rectangleof givenaspectatio [vR89, AIK89] or computean estimateof a goodbaselinefor
thelabeltext. The baselinds eitherderived from the medialaxis[AF84] or it is the resultof
anincrementaprocesghatgenerateandthenevaluatesarcsbetweerpairsof pointsonagrid
thatgets ner in eachiteration[PF94.

Layer labeling. Supposgouwantto labelpointswith given x ed-sizdabels butyoucannot
placeall of them,thenyou could partition the pointsinto several layers(asin a geographic
informationsystemsor in VLSI layout) andthenlabel eachlayer seperatelysuchthatlabels
of onelayerdon't intersectwhile labelsof differentlayersmay Whatis the minimumamount
of layers(or screendetweenwhich the usercanswap)?Sincethe one-layemroblemis NP-

hard[FW91], youwill have to look for approximatioralgorithms.
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