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Einleitung

Die Ideezu einemSeminarüberBeschriftungsalgorithmenentstandnachmeinenerstenSe-
mesternalsAssistentin Greifswald, als ich mich andenhiesigenLehrbetriebgewöhnthatte.
Ich war vorherim RahmeneinesForschungsprojektsmit demTitel „Ef�ziente Algorithmen
zur Beschriftungvon Landkarten“an der FU Berlin beschäftigtund hattedort deshalbnur
wenigmit derLehrezu tun. Allerdingshatteich kurz vor meinemWechselnachGreifswald
geholfen,anderFU einSeminarzumThema„Algorithmenfür dieLinguistik“ zuveranstalten.
DasSeminarhatteeinenfächerübergreifendenCharakterundwurdealsBlockseminaranei-
nemWochenendevor denTorenderStadtdurchgeführt.Beides,sowohl dieInterdisziplinarität
als auchdie Veranstaltungsform,kam bei denStudentengut an und führte zu deutlichmehr
Diskussionenals ich esvon rein mathematischenSeminarenin der normalenUniumgebung
kannte.

Daswarendie Gründe,warumich auchin Greifswald dasExperimentBlockseminarwagen
wollte – dasersteseinerArt hier amInstitut für MathematikundInformatik,soweit ich weiß.
DasThemazwischenMathematik,Informatik und Geogra�ewar durchmeineProjektarbeit
in Berlin vorgezeichnet.Bei derVisualisierungvon Information,zumBeispielaufLandkarten
(Abbildung1), in Gra�ken(Abbildung2) oderElektrophorese-Gels(Abbildung3), spieltdie
Beschriftungvon Gestaltungselementenwie Punkten,KreisenoderFlächeneinegroßeRolle.
Besondersdurchdie VerbreitungdesInternetsist in denletztenJahrenauchdie Mengeanzu
visualisierenderInformationstarkangewachsen– unddamitderBedarfangutenundschnellen
Beschriftungsalgorithmen.
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Abbildung 1: Ausschnitt
auseiner Internetkarteder
FirmaMapQuest.

Abbildung 2: Illustration aus
einer mathematischenVeröf-
fentlichung[QWXZ00].

Abbildung 3: Ausschnittaus
einem Elektrophorese-Gel.
Quelle:Internet.

Schonein Jahrbevor esüberhauptstattfand,bekamderinterdisziplinäreCharakterdesSemi-
narsjedocheinenkleinenDämpfer. Am Lehrstuhlfür Geogra�scheInformationssystemedes
benachbartenInstitutsfür Geogra�e fandsich niemand,der Interessean einergemeinsamen
AusrichtungdesSeminarshatte.Deshalbwar ich sehrfroh, dassich Prof. WolfgangKresse
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vomFachbereichBauingenieur- undVermessungswesenderFachhochschuleNeubrandenburg
alsVortragendengewinnenkonnteundmir auchmeinChefProf.PeterSchreiberseineUnter-
stützungzusagte.

Obwohl ich denAnnahmeschlussfürs VorlesungsverzeichnisdesSommersemesters2001mit
meinerSeminarankündigungverpassthatte,habensichfür GreifswalderVerhältnisseerstaun-
lich viele Studentenvon den entprechendenAushängenzum Mitmachenlocken lassen.Zu
meinerFreudewarennebenDiplommathematikernundLehrämtlernauchGeografenundeine
Biomathematikerinsowie einehemaligerStudentunseresInstitutsdabei,derin derZwischen-
zeit in Göttingenstudiert.Die Themenwarenschnellvergebenund entsprachenjeweils der
mathematischenVorbelastung.

Die Themenkreise,diewir behandelnwollten,warendie folgenden.

1. Was ist (gute)Landkartenbeschriftungund wo außerhalbder Kartogra�e spielenBe-
schriftungsproblemenocheineRolle?

2. WelcheallgemeinenOptimierungsverfahrenwurdenschonzumBeschrifteneingesetzt
undwie funktionierensie?

3. WelcheSpezialfällederBeschriftungvonpunktförmigenObjekten(etwaStädteaufder
DeutschlandkarteoderProteineaufeinemElektrophorese-Gel)kannmantrotzderKom-
plexität desallgemeinenBeschriftungsproblemsef�zient oderwenigstensapproximativ
lösen?

WegenderErfahrungen,die ich in Berlin gesammelthatte,habeich denSeminarteilnehmern
einenTerminplanvorgelegt, derverhindernsollte,dassdieVorträgeerstin derNachtvor dem
Seminarwochenendeauf Folie gebanntwerden.Teil diesesPlanswar es,die Teilnehmerdazu
zubringen,vier Wochenvor demSeminarKurzzusammenfassungenihrerVorträgeabzugeben
und schonzwei Wochenvor demSeminardie Folien oderwenigstenseineVortragskonzep-
tion vorzulegen.Die ZusammenfassungenwurdendanndenanderenTeilnehmernübereine
Seminar-Webseite1 zugänglichgemacht,so dassjeder sich zumindesttheoretischauchmit
den Themender anderenvertrautmachenkonnte.In der Praxiswurdendie Terminealler-
dingsnur von einerkleinenMinderheit der Teilnehmereingehalten.In solchenSituationen
habeich mir doppeltso viele Teilnehmergewünscht,so dassich mich mit der Drohung,je-
mandenvom Seminarauszuschliessen,nicht lächerlichgemachthätte...Andererseitsgab es
aucheinenTeilnehmer, der„seinen“Algorithmuskurzerhandimplementierthat,um ihn beim
Seminarvorzuführen.Anderewiederumhabensichsogut in ihr Materialeingearbeitet,dass
siekurz vor demSeminarnocheinentechnischenFehlerin derVeröffentlichungbemerkten,
diesievorstellensollten.

DasGrosder studentischenVorträgewar dannauf gutembis sehrgutemNiveau– trotz des
wenigbefolgtenTerminplans(aberwie hätteesohneihn ausgesehen?).Die QualitätderVor-
trägewar unabhängigvon deneingesetztenTechniken,die von handgeschriebenenFolien bis
zurPowerpoint-Präsentationreichten.In denDiskussionen,dieauf jedenVortragfolgten,ging
esdarum,sichnocheinmaldieKnackpunktedesebengehörtenzuvergegenwärtigen.

Unser„Tagungsort“war dasFeriencampTrassenheideauf Usedom,in demwir sehreinfach,
aberauchäusserstpreisgünstigvonSamstagaufSonntagübernachtenkonnten.Tageslichtpro-
jektorundBeamermusstenwir selbstmitbringen.Dafürkonntenwir amSamstagabendeinen
langenStrandspaziergangmit Sonnenunterganggeniessen.DenRestdesAbendshatein Teil-
nehmersehrschönauf derGitarrebegleitet,bis einernachdemanderendenAnstrengungen
desTageserlag.

Die meistenTeilnehmerliessensichansteckenvon der Idee,ausdenVorträgendiesesersten
BlockseminarsdesInstitutsfür MathematikundInformatik ein Preprintzu machen.Ich glau-
be,dasssichvieleStudentenfreuenwürden,wenndieseVeranstaltungsformauchbeianderen

1http://www.math-inf.uni-greifswald.de/~awolff/lehre/label_ss01/
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Dozentenauf Interessestieße.Die AusarbeitungenhabendenCharakterkleinerDiplomarbei-
tenbekommenundwarensehrguteÜbungenim Umgangmit mathematischerTextverarbei-
tung(sprichLatex) unddazupassendenZeichenprogrammen(x�g undipe).MancheTeilneh-
merhabenihreAusarbeitungzumAnlassgenommen,sichmit demBetriebssystemLinux und
seinenMöglichkeitenvertrautzu machen.Eswar für alle Beteiligtenviel Arbeit, die Kapitel
diesesPreprintsimmer wiederdurchzulesenund zu verbessern,aberich glaube,eshat sich
gelohnt.

In Kapitel1 gibt PeterSchreibereinenEinblick in dasBeschriftungsproblemjenseitsderKar-
togra�e. In denKapiteln2 und3 werdenallgemeineOptimierungsverfahrenamBeispielder
Landkartenbeschriftungvorgestellt:Michael Thon gibt eine Einführungin ganzzahligesli-
nearesProgrammieren,Tim Hoffmannin SimulatedAnnealing[CMS95] undgenetischeAl-
gorithmen[vD01]. Besondersdie beidenheuristischenVerfahrenSimulatedAnnealingund
genetischeAlgorithmensind in derPraxissehrbeliebt,dasiesich leicht implementierenlas-
senund sich aufgrundihrer Allgemeinheitan verschiedeneproblemspezi�scheZielfunktio-
nenanpassenlassen.AllerdingssindsiemeistdeutlichlangsameralsspezialisierteVerfahren,
die die GeometriedesProblemsausnutzen[vKSW99] oderdirekt denKon�iktgraphen der
Beschriftungskandidatenvereinfachen[WWKS01]. In Kapitel 4 zeigt WolfgangKressemit
einemAuszugausseinerDissertation[Kre94], wie man sehrallgemeinkartogra�scheBe-
schriftungmodellierenkann,so dassdie verschiedenenBedeutungenvon Städten,Flüssen
undLändernzumTragenkommen.

In dendarauffolgendenvier KapitelnwerdentheoretischinteressanteSpezialfälledesallge-
meinenBeschriftungsproblemsbehandelt.In Kapitel 5 untersuchtKatharinaBach,wie man
mithilfe von exaktenAlgorithmenfür eindimensionaleBeschriftungsprobleme[HTC92] ap-
proximative Lösungenfür zweidimensionaleProblemeerhält– falls alle Beschriftungenglei-
cheHöhehaben.In Kapitel6 beschreibtJuliaLöcherbacheinenverallgemeinertenSweepline-
Algorithmus [vKSW99], der dasgleichezweidimensionaleProblemauf ganz andereWei-
se,abermit demselbenApproximationsfaktor(nämlich1=2) löst.SiehatdiesenAlgorithmus
schonfür eineGreifswalderBioinformatik-Firmaimplementiert.In Kapitel 7 erklärtKristina
Hanig,wasein rechtneuesApproximationsschema[EJS01], dasannäherndmaximaleunab-
hängigeMengenin Kreisschnittgraphen�ndet, mit derBeschriftungsproblematikzu tun hat.
SchließlichuntersuchenSteffen RudnickundPaul Rosenthalin Kapitel 8 einesderwenigen
ef�zient exakt lösbarenSpezialfälledesallgemeinenBeschriftungsproblems:dieBeschriftung
von Punktenmit möglichstgroßenQuadrattripeln[DQZ01]. Als Anregungzum Weiterma-
chen,zumeigenständigenForschengibt's in Kapitel 9 eineListe neuerundoffenerFragenzu
Beschriftungsproblemen,die ich letztenSommerzueinemanderenAnlaß(unddaheraufEng-
lisch)zusammengetragenhabe.WersicheinenÜberblicküberdasGebietverschaffenmöchte,
demseiein „Besuch“derMap-Labeling-Bibliography [WS96] empfohlen.

Viel SpaßbeimLesen!

Greifwald, im April 2002.

AlexanderWolff
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Kapitel 1

DasBeschriftungsproblem jenseits
der Kartogra�e

PeterSchreiber

Text ohneBilder vermittelt Information in vielen Zusammenhängenauf eine sehrschwer-
fällige, schwerverständliche,schwerzu behaltendeWeise.Bild ohneZusatzwissenüberdas
Dargestellte(oft in Form von Text) ist fast immer vieldeutig.Die richtige Kombinationvon
Text undBild, seit denAnfängendermenschlichenKultur mit mehroderwenigerGeschick
praktiziert,ist im ZeitalterderelektronischenKommunikationsmedienvor größereHerausfor-
derungengestelltalsje zuvor. DabeisindpraktischzweiFällezuunterscheiden:

A) Wo und wie plaziertmanam günstigstenBilder in einenText, damit der Leserein Bild
unddendaraufbezüglichenText zugleichim Blick habenkann?In altenmathematischen
Werken wurde dasProblemmanchmaltatsächlichdadurchgelöst,dassein bestimmtes
Bild, auf dassichein mehrereSeitenlangerText oderverschiedene,voneinanderentfern-
te Textstellenbezogen,auf mehrerenSeitenwiederholtwurde (so z.B. in der vielmals
nachgedrucktenkommentiertenEuklidausgabe(1574ff) desChristophClavius). Umge-
kehrtkenntjederLeseralterBücherdie durchdie damaligenDrucktechnikenbegründete
Praxis,Abbildungenin ausklappbarenTafelnamEndedesBuchesunterzubringen.Derzu
A) entgegegengesetzteFall

B) ist der im Bild verteilteText, wie ihn jedermannvon Landkartenund Stadtplänen,aber
auchvon technischenZeichnungenundnaturwissenschaftlichenodermedizinischenAb-
bildungenkennt,sieheAbbildung1.1.Im wesentlichenerstim 20.Jahrhundertsetztesich
für technischeZeichnungendiePraxisdurch,nurZahlenoderBuchstabenim Bild zupla-
zierenunddiesedurcheineLegendezuerklären,sieheAbbildung1.2.

Ist Text anvielen jeweils eindeutigzugehörigenTeileneinerbereitsvorliegendenKarteoder
sonstigenbildlichen Darstellungzu plazieren,so entstehendie typischenProbleme,denen
diesesSeminargewidmetist. Dabeispieltesabergar keineRolle,dassText in Bildernzupla-
zierenist. Es kommt auchvor, dasszu bestimmtenPunkteneinesBildes zusätzlicheBilder
gehören(sieheAbbildung1.3),dasszumBeispielallenStädteneinerLandkarteeineAnsicht
einestypischenBauwerkesderbetreffendenStadtangeheftetwerdensoll oderdasszu vielen
TextstellenAnmerkungenoderKommentaregehören,die als solchein denText einzubauen
sind.Im ZeitalterdesComputersspieltnundieGrößediesereinzusetzendenBilder oderTexte
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Abbildung1.1:Dampfhammer, ZeichnungdesEr�ndersJamesNasmyth1839zumZweckder
Patentanmeldungmit viel erklärendemText. Quelle:[SRW+ 81].

oft keineRollemehr:Esgenügt,einFeldzumAnklickenzuplazieren,wodurchdasEinzuset-
zendedannaufgerufenwird, undmankanndiesenProzessdesAufrufenssogar iterieren.

Beschriftungsproblemeganz andererArt entstehen,wenn Bilderzeugungund Bildbeschrif-
tungsomiteinanderverzahntsind,dasssiesichgegenseitigbeein�ussen.Wir betrachtenda-
zu im folgendendenFall derEntstehungeinergeometrischenKonstruktionnacheinemPro-
gramm(Konstruktionsalgorithmus)und denFall desZeichnensvon Graphen,derenKnoten
nicht mehralspunktförmigangenommenwerdenkönnenbzw. derenKantenzusätzlicheBe-
dingungenzu erfüllenhaben,dasiemehroderwenigerumfangreicheBeschriftungentragen
müssen.

Zu denElementarschrittenvon numerischenAlgorithmengehörenbekanntlichErgibtanwei-
sungen,d.h.BefehlederallgemeinenForm

z:= F(x;y; : : :)

mit derBedeutung:FühreandenObjekten(Zahlen),die zur Zeit unterdenAdressenx;y; : : :
gespeichertsind, die OperationF ausund speicheredesResultatunterder Adressez (d.h.
in derSpeicherzellemit diesemNamen),wobeidervorhergehendeInhaltdieserSpeicherzelle
automatischgelöschtbzw. überschriebenwird. Ein ElementarschritteinergeometrischenKon-
struktionsanweisunghatsyntaktischim wesentlichendie gleicheGestalt.Nur die zugehörige
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Abbildung1.2: ZeichnungeinesAnalog-Digital-Wandlersum 1944von KonradZuse,eben-
falls zurPatentanmeldung.Quelle:[Zus01].

Semantikist etwasanders:Die Zeichen�ächehathier die FunktiondesSpeichers,in demge-
wisseObjektedurchEinzeichnengespeichertunddurchHeranschreibenvonNamenadressiert
sind,undzugleichdieFunktiondesRechenwerkes, in demandengespeichertenObjektenbe-
stimmteOperationenausgeführtwerden.ZumBeispielbedeutetg := L(A;D) folgendes:Suche
im Speicher(in derZeichen�äche)diejenigenPunkteauf,die zur Zeit die AdressenA bzw. D
tragen,führeanihnendie OperationL desVerbindensausundadressieredie entstandeneGe-
rademit g. DerwesentlichsteUnterschiedzurnumerischenErgibtanweisungist,dassdurchdie
NeuvergabederAdresseg diesenicht automatischvon eineranderenGeradenverschwindet,
welchewomöglichvor derAusführungdesbesprochenenSchrittesdieseAdresseschontrug.
Im FallegeometrischerKonstruktionenist dieSemantikderErgibtanweisungenalsodurchden
Befehl zu ergänzen,die neuvergebeneAdresseandenStellen,andenensie vorherstand,zu
löschen,damitjedeAdressezu jedemZeitpunkteineeindeutigbestimmteBedeutunghat.(Es
genügtausdieserSicht,die AdressestattdesadressiertenObjekteszu tilgen, da der Zugriff
auf Objektenur durchihre Adressenerfolgenkann,ein PunktodereineGeradeohneAdresse
alsoähnlichwie einePersonohneAusweisin keinem„of�ziellen“ VorgangeineRolle spie-
len kann.)DiesezusätzlicheAnweisungist nicht immer leicht realisierbar. Sie soll ja – wie
überhauptein Algorithmus– im Prinzipvon einemgeeignetentechnischenApparat,ohneIn-
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Abbildung1.3: Im 15. JahrhundertangenommeneBeziehungender Tierkreiszeichenzu ver-
schiedenenOrganenundihrenErkrankungen.Quelle:[FM37].
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telligenz,ausführbarsein.Hinter derLöschanweisungverbirgt sichalsoein Suchprozess,die
bereitsvergebeneAdressein der Zeichen�ächewiederzu�nden.Ist ein Algorithmuszyklen-
frei, so kann man ohneNeuvergabebereitsvergebenerAdressenauskommen.Zum Wesen
zyklischerAlgorithmengehörtesaberunvermeidlich,dassbestimmteAdresseneineunvor-
hersehbareAnzahl von Neuzuweisungenvon Bedeutungenbekommen.Man wird insbeson-
deredie in numerischenAlgorithmenunproblematischenselbstbezüglichenAnweisungender
Form z:= F(z;x; : : :) mittelseinerzusätzlichenAdressew in w := F(z;x; : : :), z := w verwan-
deln, da einerseitsz erst neu vergebenwerdendarf, wenn die alte Bedeutungvon z getilgt
ist, andererseitsdie alte Bedeutungvon z für die Konstruktionder neuenBedeutungvon z
nochgebrauchtwird. BeimnumerischenArbeitentritt diesnichtauf,weil dieNeuberechnung
von z im Rechenwerkerfolgt, der alte Wert von z aberim Speichersteht.(Beim Konstruie-
renvonHandwerdendieseundvieleandereSchwierigkeitendurchunbewusstesintelligentes
Handelnverschleiert:Ich „merke mir“ z.B. für einekurzeZeitspanne,welcherPunktz schon
dawar undwelchenich neukonstruierthabe.)WegenderMehrdeutigkeit manchertypischer
geometrischerOperationen(z.B. habenzwei sich schneidendeKreise im allgemeinenzwei
gleichberechtigteSchnittpunkte),der Notwendigkeit, mitunternichtdeterministischeSchritte
(in GestaltderWahl willkürlicher „Hilfs“-Punkte, derAuswahl einesvon mehrerenununter-
scheidbarenObjektenoderder Notwendigkeit, eineReihenfolgein einerMengevon gleich-
artigenund vertauschbarenTeilprozessenzu wählen)und andererSpezi�ka ist der Entwurf
problemorientierterProgrammiersprachenfür verschiedeneArtengeometrischerKonstruktio-
neninsgesamtkeineswegstrivial. FürDetailsseiauf [Sch75, Sch84] verwiesen.

Eineweitere– freilich im ZeitalterdesComputerzeichnensmeistnurnochtheoretischinteres-
sante– Schwierigkeit bestehtdarin,dassbeigewissenzyklischenKonstruktionsprogrammmen
nichtnurdieAnzahlderkonstruiertenPunkte(oderanderenObjekte)in Abhängigkeit vonder
speziellenEingabe�gur unbeschränktwachsenkann,sonderndie zu adressierendenPunkte
sich beliebighäufenkönnen,so dassdie ZuordnungzwischendenPunktenund ihren anzu-
schreibendenAdressenpraktischundurchführbarwird. Hierbeisinddie zwei folgendenFälle
zuunterscheiden:

a) Die SyntaxderProgrammiersprachelässtnureinfache,d.h.nichtparameterabhängigeAd-
ressenzu. Dann kommt in jedemProgrammnur eine festeZahl von Adressenvor, die
lediglich im Falle zyklischerProgrammeunbeschränktoft neuvergeben(neubelegt) wer-
den.

Ein einfacher, abercharakteristischerFall ist dasMesseneiner durch zwei PunkteA, B
gegebenenStreckenlängebezüglicheinerdurchzwei PunkteO, E gegebenenMaßeinheit.
NachdemdurchfortlaufendesAbtragenderEinheitsstrecke auf demStrahlvon A nachB
derPunktB in ein Intervall zweierbenachbarterPunkteC, D mit ganzzahligenLängenn =
jACj, n+ 1 = jADj eingeschlossenist, sinddieseunterenundoberenNäherungswertebis
zum ErreicheneinervorgegebenenGenauigkeit durchHalbierung(oderZehnteilung)der
jeweilsvorliegendenStreckeCD zuverbessern.DaseigentlicheResultatderKonstruktion,
die angenäherteMaßzahlderStrecke AB, wird bei einersolchenKonstruktiongewonnen,
indemunterzweiAdressenx, y derSorte„rationaleZahl“ derFortgangdesMessprozesses,
d.h.die jeweils erreichteuntere(LängeAC) undobere(LängeAD) Schranke derMaßzahl
gespeichertwird. Im Falle der Streckenhalbierungkommt danndasProgrammmit den
AdressenA, B, C, D und M (Mittelpunkt der Strecke CD) sowie x und y aus,wobei aber
dieAdressenC, D undM animmerneuePunktezuvergebensind,diesichumB häufen.

Abhilfe kann hier durch eine modi�zierte SemantikdesKonstruierensgeschaffen wer-
den,die auchin anderenFällen(z.B. beimAusradierenvon Hilfslinien) eineRolle spielt
[Sch91]: Man lassedasTilgen von Objekten(in diesemFall dasTilgen der nicht mehr
benötigtenPunkteselbstundnichtnur ihrerAdressen)alsKonstruktionsschrittzu.

b) Aus inhaltlichenGründendeszu programmierendenProzessesist eine „Adressenrech-
nung“ nötig, d.h. esgibt z.B. potentiell beliebigviele PunktadressenP(n;m), wobei die
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natürlichenIndicesn, m ihrerseitsdurchdasProgrammimmer neueWerteerhaltenund
einewachsendeZahl derkonstruiertenPunktenicht wieder„vergessen“werdendarf.Dies
ist u.a.in Konstruktionsprogrammenfür potentiellunendlichausgedehnteParkettierungen
erforderlich.Spielt sich eine derartigeKonstruktiondannnoch in einemeuklidischbe-
schränktenModell derhyperbolischenGeometrieab,dasin die euklidischeZeichenebene
eingebettetist, sowerdensichdie zu konstruierendenPunktegegendenRanddiesesMo-
dellsbeliebighäufen.

Abbildung1.4: „Kreislimit III“ vonM. C. Escher, Holzschnitt(1959).

Als Illustration verweisenwir auf einesder unter dem Sammelnamen„Kreislimit“ von
M. C. EscherentworfenenMuster (Abbildung 1.4), bei denenes sich um nichts ande-
resals die künstlerischausgestalteteP�asterungder nichteuklidischenEbenemit einem
archimedisch-halbregulärenParkett handelt.EscherhatdabeidasPoincaré-Modellderhy-
perbolischenGeometrieim InnerneinesKreisesbenutzt,weil sichbei diesemModell (im
Unterschiedzu demebenfalls innerhalbeinerKreisscheibeexistierendenKleinschenMo-
dell) die Konstruktionenmit Zirkel und Lineal im hyperbolischenSinn durchKonstruk-
tionenmit euklidischemZirkel und Lineal realisierenlassen[Sch84, Kap. 2.6], [Sch96].
In einemsolchenFall würdedie Plazierungvon immer mehr immer dichterbeieinander
liegendenAdresseneinunlösbaresProblemdarstellen.

Im konkretenFall löstsichdasProblempraktischdadurch,dassdieAdressierungderPunk-
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te sozusagenindirekt durchihre Lageim bereitskonstruiertenTeil desParkettsgegeben
wird. (Bei im weiterenSinneregelmäßigenParkettengibt es natürlich in diesemSinne
„ununterscheidbare“Punkte,mit denenaberauchin gleicherWeiseweiterzuverfahrenist,
sodasshierwiederdasobenskizzierteProblemeineRollespielt,einewillkürliche Reihen-
folgevonvertauschbarenTeilkonstruktionensyntaktischkorrektzubeschreiben.)Zugleich
wirft diesaberneuetheoretischeFragenfür diebenutzteProgrammierspracheauf:Wie for-
muliert manin bezugauf ein gegebenes„Muster“ (alsAdressenersatz)unzweideutig,d.h.
im Prinzip für eineMaschineverständlich,mit welchenPunktender nächsteKonstrukti-
onsschrittauszuführenist?

Ein interessanterSpezialfall desAdressierensim Zusammenhangmit geometrischenKon-
struktionenist die Nutzungder Zeichenebeneals konstruktives Modell einer anderengeo-
metrischenStrukturin solchenFällen,in denendie ZuordnungzwischendenPunktenderzu
modellierendenStrukturund ihrenBildobjektenin derEbenenur dadurcheineindeutigwird,
dassmansichzweiodermehrExemplarederEbeneübereinandergelegt denkt.Realisiertwird
diesdadurch,dassdieeffektiv verwendetenPunktebzw. sonstigenObjektedurcheinenzusätz-
lichenIndex alsdereinenoderanderenEbenezugehörigausgewiesenwerden.Dereinfachste
und bekanntesteFall ist dasZweitafelverfahrenvon Monge,wenn man es wirklich als ein
ebenesModell desgesamtenRaumesauffassenundnicht (wie in der technischenPraxisüb-
lich) nur beschränkteObjektedarstellenwill und daherdie „untere“ Halbebeneals Bereich
desGrundrissesunddie „obere“ HalbebenealsBereichdesAufrissesgenügt.Im allgemeine-
ren Fall ist – wie in [Sch84, Kap. 2.2] ausgeführt– jedergegebeneoderkonstruiertePunkt
durcheinenIndex alsGrundrissbildoderalsAufrissbild einesRaumpunkteszu charakterisie-
ren,wobeieinundderselbePunktmit zweifacherBeschriftungin dieserDoppelrolleauftreten
kann.Ein analoger, wenigergeläu�ger Fall tritt auf, wennmandie gnomonischeProjektion
benutzt,um ein ebeneskonstruktivesModell derKugelober�ächezu erhalten[Sch92]. Dabei
wird vom Zentrumder Kugel auf dieTangentialebenenzweierdiametralgegenüberliegender
Punkteprojiziert, und die so erhaltenenebenenBilder zweierkomplementärerHalbsphären
werdenübereinandergelegt. In dieserKarte lässtsich,wie in [Sch92] ausgeführtwurde,u.a.
dasProblemderkürzestenVerbindungzweierPunktemit demeuklidischenLinealkonstruktiv
lösen,aberauchhier tritt wiederjederPunktder Karte in der Doppelrolleals ein Punktder
„Nord-“ undzugleichalsein Punktder„Süd-“halbkugelauf undist durcheinenentsprechen-
denIndex anseinerAdressezucharakterisieren.

Bei denbisherskizziertenProblemenschreibtder fortschreitendeKonstruktionsprozessdie
Lagederzu adressierendenObjektezwingendvor, währender selbstandererseitsohnediese
Adressierungnichtweitergeführtwerdenkann.VonganzandererArt ist dasBeschriftungspro-
blembeimZeichnenvonGraphenmit zubeschriftendenKnotenund/oderKanten.Hier ist die
metrischeRealisierungdeszu zeichnendenunbeschriftetenGraphenim allgemeinenbeliebig
odernurschwachdurchbestimmteNebenbedingungen(etwa,dassdieKantengeradlinigoder
stückweisegeradedargestelltwerdenodersich nicht überkreuzenodermit nicht zu spitzen
Winkelnnebeneinanderin einenKnotenmündensollen,oderdassbeigerichtetenBäumender
Eingangsknoten„oben“ liegenunddiehierarchischeStrukturschichtweiseabgebildetwerden
soll) eingeschränkt,sodassderKonstruktionsprozessdesGraphenim Prinzipvomnachträgli-
chenBeschriftungsprozessgetrenntbzw. ein schongezeichneterGraphnachdenNotwendig-
keitenderBeschriftungnachträglichdeformiertwerdenkann.DerartigeProblemesindschon
seit1963in derLiteraturbehandeltworden[Tut63, Knu63, DETT98, BW00, KW01] undwie
sich zeigt,auchohneBerücksichtigungder Beschriftungschwer. Währenddie Beschriftung
derKnotennur davon abhängt,wieviel Platzfür denjeweiligen„Text“ (eskannsichauchum
andereInhalte,z.B.SymboleoderkleineBilder handeln)benötigtwird, erfordertdieBeschrif-
tungvonKantenunterUmständen,dassdieKantenlanggenugfür ihrenText sindoderdassdie
Text tragendenTeile derKantenzwecksbessererLesbarkeit waagerechtverlaufensollen.Ei-
nige,zumTeil historische,BeispielehierzusollendenArtikel beenden,sieheAbbildungen1.5
bis1.9.
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Abbildung1.5:DehnschesGruppenbilddesfreienProduktesvonzweizyklischenGruppender
Ordnungen2 bzw. 3. Die KantenohnePfeil stellenAnwendungeinesGruppenelementsder
Ordnung2,diemit PfeilAnwendungeinesElementsderOrdnung3 dar. Die Knotensindmit je
einemderBuchstabenb(lau),g(rün),r(ot) markiert.Manhatsichdenin Wahrheitunendlichen
Graphennachder erkennbarenRegel fortgesetztzu denken. Er dient zur Visualisierungder
BeweisideedesHausdorffschenKugelparadoxons.Quelle:[Bri92].
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Abbildung1.6: Die Technik,abstrakteBegriffe undBeziehungenzwischenihnendurchGra-
phenmit beschriftetenKnotenund beschriftetenKantendarzustellen,wurdeschonim Mit-
telalter zu hoher Blüte entwickelt. Der gezeigteGraph stellt Beziehungenzwischenden
vier Elementen,Erdteilen,TierkreiszeichenundTemperamentendar. (Quelle:Bibliothek des
St.John's College,Oxford,Ms. 17,Fol. 7v.)
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Abbildung1.7: „Baum derWissenschaften“von RaimundusLullus (1295/96).Graphentheo-
retischbetrachtet,handeltessichum einenWurzelbaum,von dessenWurzelzwei Teilbäume
ausgehen,die Wurzel im botanischenSinnunddie Krone.Währenddie EndknotenderWur-
zel direktbeschriftetsind,sinddieBeschriftungenderEndknotenderKronedenzuführenden
Kantenzugeordnet.Um diePlatzproblemezu lösen,wurde,wie auchin Abbildung1.8,reich-
lich GebrauchvonAbkürzungengemacht.
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Abbildung1.8:BaumderTugendenundBaumderLaster(14.Jh.).Quelle:HessischeLandes-undHochschulbibliothekDarmstadt.
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Abbildung1.9:AusschnitteinesStammbaumsderspanischenHerrscher, 11.–16.Jahrhundert.
Quelle:[Sok93].
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Kapitel 2

LinearesProgrammieren

MichaelThon

Die (lineare)Optimierung�ndet ihren Anfang1939bei Kantorovich [Kan39]. Von Dantzig
wurde1947dasSimplexverfahrenentwickelt [Dan51], welchesbis heuteein Standardverfah-
renzur LösunglinearerOptimierungsaufgabendarstellt.Die allgemeineProblemstellungder
Optimierunglautet:Findemax f (x), wobeix 2 X. Dabeiwird die zu maximierendeFunktion
f (x) Zielfunktiongenannt,währendx gewissenNebenbedingungenunterliegt.

Bei derlinearenOptimierung– auchlineare Programmierung(LP) genannt– wird zusätzlich
die Linearitätder Zielfunktion und der Nebenbedingungengefordert.JedeslineareOptimie-
rungsproblemlässtsich durch Umformungen,ggf. durch dasAusdrücken einer Gleichung
a1x = b durchdie zwei Ungleichungena1x � b und� a1x � � b undggf. durchdasAufteilen
einerreellenVariablenxi in zwei nicht-negative Variablenx+

i ;x�
i 2 R+

0 , wobeixi = x+
i � x�

i ,
in die folgendeFormbringen:

max c1x1 + � � � + cnxn; wobei

a11x1 + � � � + a1nxn � b1

...
...

...

am1x1 + � � � + amnxn � bm

x1; : : : ;xn 2 R+
0

bzw. in
Matrix-
schreib-
weise:

max cTx; wobei

Ax� b

x 2 (R+
0 )n

Anwendung�ndet daslineareProgrammierenhäu�g bei Produktions-oderTransportproble-
men,wo es darumgeht,begrenzteRessourcenoptimal einzusetzen.Auch Netzwerk-Fluss-
Problemesindein typischesAnwendungsgebiet.Dabeigehtesdarum,denFluss(z.B. Daten-
verkehr)durcheinNetzwerkzumaximieren,wobeidieeinzelnenVerbindungenim Netzwerk
eineunterschiedlichemaximaleLast(Bandbreite)tragenkönnen,wie in Abbildung2.1darge-
stellt.

DiesesProblemsoll nun exemplarischals linearesOptimierungsproblemmodelliertwerden.
DazunumeriertmandieKantendurchundteilt jedeKantein zweigerichteteKantenauf.Den
FlussdurchdieseKantenbezeichnetmandannmit x+

i und x�
i , denGesamt�ussdurchdas

Netzwerkmit x0, wie in denAbbildungen2.1und2.2dargestellt.

DannbeschreibtfolgendeslinearesOptimierungsproblemdasFlussproblem,dessenOptimum
beieinemGesamt�ussvon6 liegt:

18



5

3

7 2

1

6
3

7

2x0 x0

Abbildung2.1:Netzwerk-Fluss-Problem
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Abbildung2.2:ModellierungalsLP

max x0 unterdenNebenbedingungen:

� x0;x+
1 ;x�

1 ; : : : ;x+
n ;x�

n 2 R+
0

�

8
>>>><

>>>>:

� 3 � x+
1 � x�

1 � 3

� 7 � x+
2 � x�

2 � 7

� 6 � x+
3 � x�

3 � 6

� � �

9
>>>>=

>>>>;

Der FlussdurcheineKantewird durchihre Maximallast
begrenzt(hierneunPaarevonUngleichungen).

�

8
><

>:

x+
1 + x+

2 + x+
3 = x�

1 + x�
2 + x�

3

x0 + x+
1 + x+

4 = x�
1 + x�

4

� � �

9
>=

>;

Gleichgewicht zwischenEin- und Aus�uss
beidenKnoten(hier sechsGleichungen)

Um nun zu einem Lösungsansatzfür lineare Opti-
mierungsproblemezu gelangen,benötigt man noch
einige Begriffe und Feststellungen(siehehierzu auch
Abbildung2.3).

Die MengeM := f x2 (R+
0 )n j Ax� bg derPunkteim Rn,

die denNebenbedingungengenügen,nenntmandie zu-
lässigeMenge. Ein Punktx� derzulässigenMengeheißt
optimal, wenncTx� � cTx für allex 2 M gilt. Mankann
leicht zeigen,dass

1. diezulässigeMengeeinkonvexesPolyederbildet,

2. falls ein optimalesx� 2 M existiert, so existiert
auchein optimalesx� 2 M, dassogar Ecke von M
ist.

x�

x1

x2

M

Zielfunktion

Ecken

Abbildung 2.3: GeometrischeIn-
terpretationeinesLPs

Dies motiviert als LösungsansatzdenSimplex-Algorithmus, der 1947von Dantzig [Dan51]
vorgestelltwurde,sieheAbbildung2.4.Als EingabebenötigtderSimplex-Algorithmusdiezu
maximierendeZielfunktion unddie AngabederzulässigenMengein Form derNebenbedin-
gungen.Als AusgabeerhältmaneineoptimaleLösung,fallsdieseexistiert.

Falls der Simplex-Algorithmus einenHalbstrahlals Kante der zulässigenMengeauswählt,
entlangdemdie Zielfunktion alsozunimmt,bedeutetdiesaufgrundder Linearitätder Ziel-
funktion gerade,dasseskein Optimumgibt, sondernderWert derZielfunktion unterBeach-
tung der Nebenbedingungenbeliebigverbessertwerdenkann.Der Algorithmusbricht dann
ab.

Meist existiert mehralseineKante,entlangderdie Zielfunktion verbessertwerdenkann.Es
kanndannvon großemVorteil sein,einegeschickteKantenauswahl zu treffen.Setztmandas
rechtnaheliegendeAuswahlprinzipvoraus,bei demdie Kantemit demgrößtenZuwachsder
Zielfunktion gewählt wird, sohatderSimplex-Algorithmusim schlechtestenFall exponenti-
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SIMPLEX-ALGORITHMUS

FindeeineEcke v0 derzulässigenMengeM
v  v0
while (9 Kantek 2 M, dievonv ausgeht,

entlangdercTx zunimmt)do
if (k Halbstrahl)then halt
else

v  zuv nächsteEcke vonM aufk
end x1

x2

x3

v0

v1 v2

v3

Zielfunktion

Abbildung2.4:PseudocodeundgeometrischeInterpretationdesSimplex-Algorithmus

elleLaufzeit[KM72].

Esgibt zwarauchAlgorithmenzurlinearenOptimierung,dieim schlechtestenFall nurpolyno-
mielle Laufzeithaben,wie etwa denvon Karmarkar[Kar84], allerdingshatsichderSimplex-
Algorithmusin der Praxisbewährt und ist paradoxerweisemeistsogar schnellerals der von
Karmarkar.

Als Ausgangspunktfür einentieferenEinstieg in dasumfangreicheThemader linearenOp-
timierungkanndie Linear-Programming-FAQ desamerikanischenOptimizationTechnology
Centerim Internetempfohlenwerden[Fou00].

2.1 GanzzahligeslinearesProgrammieren

Beim ganzzahligen linearen Programmieren(englisch
integer programming; IP) fordertmanzusätzlichx 2 Zn.
SolcheProbleme�ndet man oft, da viele Ressourcen
nur in ganzzahligenStückzahlenvorliegen.Man über-
legt sich leicht, dassdasOptimumdeszugehörigenli-
nearenOptimierungsproblemseineSchrankefür dasOp-
timum des IP-Problemsist, da die diskrete zulässige
MengedesIP-ProblemseineTeilmengeder zulässigen
MengedeszugehörigenlinearenOptimierungsproblems
ist. Man kommt schnellauf die Idee,einfachdaslinea-
re Optimierungsproblemzu lösenund dannzu runden,
dochdiesliefert im AllgemeinenkeineoptimaleLösung,
wie Abbildung2.1zeigt.

x1

x2
LP-Optimum

IP-Optimum

Abbildung2.5:Ganzzahligesli-
nearesProgrammieren

Ein Spezialfall desIP ist das0-1-IP. Dabeiwerdenfür die einzelnenVariablennur die Werte
0 und 1 zugelassen.Solche0-1-Variablenkönnendazubenutztwerden,logischeNebenbe-
dingungenalslineareGleichungenoderUngleichungenzu formulieren,wie in Tabelle2.1zu
sehenist. DabeientsprichtdieZahl0 demWahrheitswertfalsch und1 wahr.

FürIP-ProblemesindzweiLösungsverfahrensehrverbreitet,das1958vonGomoryvorgestell-
te Schnittebenen-Verfahren[Gom58] unddas1960von LandundDoig beschriebeneBranch-
and-Bound-Verfahren[LD60]. Oft wird aucheineKombinationvon beidenangewandt,was
mandannmeistalsBranch-and-Cut-Verfahrenbezeichnet.

Beim Schnittebenenverfahrenwird schrittweisedaszugehörigeLP gelöstund die optimale
Ecke v, wenn sie nicht ganzzahligist, „abgeschnitten“,indem weitereNebenbedingungen
(Schnittebenen)hinzugefügtwerden,die die zulässigeMengedesIP nicht verändern,jedoch
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x1 or x2 x1 and x2 x1 nand x2 x1 ) x2 (a1x � b) or (a2x � b)

x1 + x2 � 1 x1 + x2 = 2 x1 + x2 � 1 x1 � x2 � 0

8
><

>:

a1x� My � b1

a2x� M(1� y) � b2

y 2 f 0;1g; M groß

9
>=

>;

Tabelle2.1: LogischeVerknüpfungenvon NebenbedingungenkönnendurchUngleichungen
mit denentsprechenden0-1-Variablencodiertwerden.

diezulässigeMengedesLPsummindestensv echtverkleinern.Esist immermöglich,Schnit-
tebenensoanzugeben,dassdasSchnittebenenverfahrennachendlichvielenSchrittenbei ei-
nemOptimumdesIPsabbricht,jedochist die Ef�zienz desVerfahrensin starkemMaßevon
einergeschicktenWahlderSchnittebenenabhängig.

Die IdeedesBranch-and-Bound-Verfahrensbestehtdarin,diezulässigeMengedesIP-Problems
immer weiter zu zerteilen(branching), wodurchmaneinenBaumausTeilproblemenerhält.
DieseVerzweigungführt mansolangefort, bis manbei einerMengeangelangt,von derman
weiß,dasssie dasOptimumnicht enthält(bounding). Am EndediesesProzessesstellendie
Blätter desBaumesmöglicheLösungendar, von deneneineoptimal ist, falls eineoptimale
Lösungüberhauptexistiert.Für dasBoundingbenötigtmanguteobereunduntereSchranken
für dasOptimumder Zielfunktion bei gegebenerzulässigenMenge.Beim Branchengibt es
meistmehrereMöglichkeiten,von deneneinigebessergeeignetsind als andere.Fernerhat
man bei diesemVerfahrendie Freiheit,den Baumder Teilproblememit einerTiefen- oder
einerBreitensuchstrategieaufzubauen.

Für dasganzzahligelineareProgrammierengibt esnicht generischeLösungsverfahren,wie
denSimplex-AlgorithmusbeimLP, sondernnurVerfahren,derenEf�zienz vonweiteremWis-
senüberdaskonkreteProblemabhängt.

2.2 Anwendungbei der Landkartenbeschriftung

Um einenEindruckdavon zu bekommen,wie ganzzahligeslinearesProgrammierenbei der
Landkartenbeschriftungangewandtwerdenkann,soll daseinfacheProblemderPunktbeschrif-
tung mit achsenparallelenRechtecken gegebenerGrößeim 4-Positionen-Modellals 0-1-IP
modelliertwerden.Dabeibedeutet4-Positionen-Modell,dassfür jedenzubeschriftendenPunkt
p geradedievier achsenparallelenRechteckegegebenerGröße,die p mit einerEckeberühren,
alsBeschriftungskandidatenbenutztwerden,sieheAbbildung2.6.

De�nition 2.1 Unter demProblemder Beschriftungs-Anzahl-Maximierung(BAM) versteht
manfolgendes:Zur PunktmengeP= f p1; : : : ; png � R2 undgegebenenMengeB derBeschrif-
tungskandidaten�nde maneineTeilmenge L = f l1; : : : ; lmg � B, sodass

� l i \ l j = /0 8 i 6= j,

� jederPunkthöchstenseineBeschriftungerhält und

� jLj maximalist.

Um Relationenwie ÜberschneidungzwischendenBeschriftungskandidatenzuerfassen,bietet
essich an,die MengederBeschriftungskandidatenals Graphenaufzufassen.Man berechnet
alsozunächstdenKon�iktgraphenG = (B;E) zur MengederBeschriftungskandidaten.Da es
im 4-Positionen-Modellgerade4n Beschriftungskandidatengibt, kannmandenKon�iktgra-
phennaiv in O(n2) Zeit berechnen.Allerdingsist die Zahl k derPaarevon sichschneidenden
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Beschriftungskandidatenbei „vernünftigen“Landkartennicht quadratisch,sonderneherline-
ar, so dassessich lohnt, einenoutput-sensitivenAlgorithmuszu verwenden,dasheißteinen
Algorithmus,dessenLaufzeitnicht nur von derGröße4n derEingabe,sondernauchvon der
Größek der Ausgabeabhängt.Ein Beispieldafür ist der Sweepline-Algorithmusvon Edels-
brunnerundMaurer[EM81], dessenLaufzeitO(k+ nlogn) beträgt.

Um auszuschließen,dassein Punktmit mehralseinerBeschriftungversehenwird, fügt man
nochKantenzwischenallenBeschriftungskandidatenhinzu,diezueinemPunktgehören,und
erhältsodenerweitertenKon�iktgraphen,sieheAbbildung2.7.

De�nition 2.2 Der GraphG = (B;E) wird alsKon�iktgraph (KG) derMengeB derBeschrif-
tungskandidatenbezeichnet,wenn

� dessenKnotengeradedenBeschriftungskandidatenentsprechen

� zwischenzweiKnotengenaudanneineKanteexistiert, wennsich die entsprechenden
Beschriftungskandidatenüberschneiden.

Ein Kon�iktgraphG = (B;E) wird als erweiterterKon�iktgraph(EKG) bezeichnet,wennzu-
sätzlich Kantenzwischenallen Beschriftungskandidaten,die zueinemPunktgehören,existie-
ren.

Abbildung 2.6: Das Beschriftungsproblem
BAM im 4-Positionen-Modell. Abbildung2.7:DarstellungalsEKG.

Eine zulässigeBeschriftungder PunktmengeP entsprichtdanngeradeeiner unabhängigen
Menge U von Knotenim erweitertenKon�iktgraphen,alsoeinerMengeU � B mit der Ei-
genschaft:8bi ;b j 2 U; i 6= j gilt (bi ;b j ) 62E. DemnachentsprichteineoptimaleBeschriftung
derPunktmengeP geradeeinerunabhängigenMengemaximalerKardinalitätim erweiterten
Kon�iktgraphen.

Da im 4-Positionen-Modellzu jedemPunktvier Beschriftungskandidatengehören,kannman
jedeTeilmengeBx � B durcheinen4n-Tupelx = (x1; : : : ;x4n) ausNullen undEinsendarstel-
len, indemmanfür alle i festlegt xi := 1 genaudann,wennbi 2 Bx, ansonstenxi := 0. Damit
kannmannun die MengeXU aller unabhängigenMengenvon Knotenausdemerweiterten
Kon�iktgraphenG – und dieseentsprichtgeradeder Mengeder legalenBeschriftungender
PunktmengeP – durchlineareNebenbedingungenfolgendermaßencharakterisieren:

XU = f x 2 f 0;1g4n j 8 (bi ;b j ) 2 E; i 6= j gilt xi + x j � 1g.

Dabeibesagtdie Bedingungxi + x j � 1 gerade,dasshöchstenseinedersichausschließenden
Beschriftungen(da(bi ;b j ) 2 E) in einerunabhängigenMengevorkommenkann(sieheauch
Tabelle2.1).

Fernergilt offenbar:jBxj = x1 + � � � + x4n. Somit ist dasursprünglicheBeschriftungsproblem
BAM im 4-Positionen-Modelläquivalentzum0-1-IP:
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max(x1 + � � � + x4n), wobeix = (x1; : : : ;x4n) 2 XU .

Um dieses0-1-IP zu lösen,habenVerweij und Aardal [VA99] einenBranch-and-Cut-Algo-
rithmusentwickelt, wobei sie die besonderegeometrischeNatur desBeschriftungsproblems
ausnutzen,um geeigneteSchnittebenensowie guteobereunduntereSchrankenfür dasjewei-
lige OptimumeinesTeilproblemszu �nden.

ZumAbschlusssoll nocheininteressantesErgebniszumallgemeinerenBAM-Problemmit Be-
schriftungskandidatenim 4-Schiebe-Modellgenanntwerden.Vom 4-Schiebe-Modellspricht
man,wenn als BeschriftungskandidateneinesPunktesalle achsenparallelenRechtecke ge-
gebenerGröße,die den Punkt berühren,betrachtetwerden.Durch eine geschickte0-1-IP-
Formulierungist esKlau und Mutzel [KM00] erstmalsgelungen,einenAlgorithmusanzu-
geben,der dasProblemnochmit einerEingabegrößevon 600 zu beschriftendenPunktenin
vertretbarerLaufzeit lösenkann.Es ist erstaunlich,dasssiezur Lösungdeskontinuierlichen
Schiebe-Modellsein diskretes0-1-IPverwenden.Allerdingsstellensie fest,dasdie Laufzeit
beim optimalenLösensehrunterschiedlichauf ProblemegleicherEingabegrößeverteilt ist.
Soschreibensieüberein verwandtesProblem[KM02], dassihr Algorithmusbei denmeisten
ProblemenwenigeralseineSekundebenötigt,beieinemjedochganze68Minuten.
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Kapitel 3

SimulatedAnnealing und
genetischeAlgorithmen

Tim Hoffmann

Bei der Anordnungvon Punktbeschriftungenist eineLageder Label zu �nden, so dasssich
möglichstwenigeüberschneidenoder entferntwerdenmüssen.Man kann diesenSachver-
halt auchals allgemeinesOptimierungsproblemf (g;c(g)) : g 2 Gg betrachten.Dabeiist die
GrundmengeG die Mengealler möglichenBeschriftungen,odermathematischer:die Menge
aller n-TupelüberM, wobein die Anzahlderzu beschriftendenPunkteundM die Mengeder
Lagemöglichkeitenist. Die Zielfunktionc(g) soll dabeiminimiertwerden.

Im speziellenFall der Beschriftungdient als Zielfunktion zum Beispieldie Anzahl der sich
überschneidendenLabeladdiertzurzweifachenAnzahlderunbeschriftetenPunkte.Simulated
AnnelingundgenetischeAlgorithmensind Instrumentezur Lösungdesbeschriebenenallge-
meinenalsoauchdesspeziellenOptimierungsproblems.Ihre Gemeinsamkeit: Sieversuchen
mit Hilfe derSimulationnatürlicherVorgängeundGesetzmäßigkeiteneinoptimalesArrange-
mentder Label zu erreichen.Vorbild ist dabeidaslangsameAbkühleneinerMolekülmenge
für SimulatedAnnealingunddie darwinistischeEvolutionslehrefür genetischeAlgorithmen.
Esfolgt einekurzeBeschreibung.

3.1 SimulatedAnnealing

Voraussetzungenfür die Anwendungvon SimulatedAnnealingist, dassjederLabelum einen
seinenzu beschriftendenPunktherumeinegewisse(meistkleinekonstante)Anzahlvon La-
gemöglichkeitenhat (d.h. jMj < ¥ ), sieheetwa das8-Positionen-Modellin Abbildung 3.1.
Hier gilt M = f 1; : : : ;8g; ist auchdasEntfernenvon Labeln erlaubt,so nimmt man M =
f 0; : : : ;8g.

12

34
5

6
7

8

Abbildung3.1:Beispielfür möglicheLabelanordnungen
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Christensenatal. [CMS95] beschreibenihrenAlgorithmuswie folgt. Als Startpositionnimmt
jederLabeleinezufälligePositionein,alsoeinenWertausM. Nunwird zufälligmit Gleichver-
teilungdenLabelneineneuePositionzugewiesen.Verbessertsiesich,alsosinktdieZielfunk-
tion, wird dieseneueLageübernommen,steigtsieoderbleibt siekonstant,wird die neuePo-
sition mit einergewissenWahrscheinlichkeit P übernommen.DieseWahrscheinlichkeit hängt
von der KontrollgrößeT ab, die hier auchals Temperaturbezeichnetwird. Je geringerdie
Temperatur, um so geringerdie Wahrscheinlichkeit, dasssich der Label ausseinerPosition
entfernt.Die IntensitätderTemperaturabkühlungwird durchdenErfolg desProzessesgesteu-
ert.JegrößerderErfolg, umsoschnellerdieAbkühlung.

DieseIntensitätist auchin Abhängigkeit von gewünschterEndqualitätund verfügbarerZeit
beein�ussbar. Jestärker die Abkühlung,um sokürzerist die Simulationszeit,aberum sogrö-
ßerist auchdieWahrscheinlichkeit einerschlechtenQualitätdesEndprodukts.Zur Bewertung
dieserQualitätdientdie Zielfunktion. Ist T sogering,dasssichdie LagekeinesLabelsmehr
verändert,brichtderAlgorithmusab.

WeitereMöglichkeiten,SimulatedAnnealingzur Lösungvon Beschriftungsproblemeninsbe-
sonderebei sehrdichtenPunktmengeneinzusetzen,wurdenvonZoraster[Zor97] untersucht.

3.2 GenetischeAlgorithmen

VanDijk etal. [vDTdB99, vDTdB00, vD01] arbeitenmit einerbestimmtenMengevonLabel-
anordnungen,d.h.mit einerTeilmengevonG, diePopulationgenanntwird. DieseAnordnun-
genwerdenalsIndividueneinemWettbewerbausgesetzt.SieunterliegeneinerEvolution,nur
die �ttesten werdenüberleben.Als Maßfür die Fitnessdientdie Zielfunktion. Jekleinerder
Funktionswert,umsogrößerist dieFitness.Die durcheinfestesKriterium bestimmtenIndivi-
duenmüssensich„paaren“.Dabeiwerdenzufällig mit einergewissenWahrscheinlichkeit Pc
ausgewählteLabelpositionenausgetauscht.DiesenOperatornenntmanCrossover. Außerdem
kommt es zu einer Mutation, also zufälligen Labelpositionsveränderungenmit einer Wahr-
scheinlichkeit Pm. DieseneuenIndividuenersetzennundie bisher„un�ttesten“. Die Qualität
der Lösungensollte im Mittel zunehmen.Der Algorithmusbricht ab, wenndie Fitnessder
Individuensichderdesbestengenugangenäherthat,derEvolutionsdruckalsokeineVerbes-
serungmehrbewirkt.

GenetischeAlgorithmenfür LandkartenbeschriftungsproblemewurdenauchvonRumplmaier
[Rum98] undRaidl [Rai98, Rai99] untersucht.
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Kapitel 4

Ein Konzeptfür die automatische
Schriftplatzierung

WolfgangKresse

Die Gra�k desKartenbildesund die Schrift müssensich die begrenzteFlächeeinesKarten-
blattesteilen.DabeientstehenanvielenStellenKon�ikte umdenverfügbarenPlatz,undzwar
zwischenderSchriftundderGra�k derKarteeinerseitsundzwischenSchriftenuntereinander
andererseits.DasZiel der Schriftplatzierungist einegut lesbareAnordnungder Schriftzüge
und ein optimalerAusgleichzwischenden konkurrierendenAnsprüchenauf die begrenzte
Fläche.

Es wird eineMethodezur automatischenPlatzierungvon Schrift in topographischenKarten
undStadtplänenvorgestellt.DasKonzeptsiehtvor, ausdemdigitalenDatenbestandeinerKarte
ohneSchrift,demzugehörigenSchriftgutundweiterenParameterndieendgültigenPositionen
und Schreibrichtungender einzelnenNamenzu berechnen.Dabeiwurdevon denfolgenden
Grundsätzenausgegangen:

� Die Schriftplatzierungwird als ein �ächenhaftesOptimierungsproblembetrachtet,bei
dem unter gegebenenRandbedingungen,den Platzierungsregeln, und innerhalbeiner
strukturiertenFläche,derKartengraphik,eineoptimalePositionfür dieSchriftgefunden
werdenmuss.

� Die Schriftplatzierungwird in zwei Phasenausgeführt.In der erstenPhasewird jeder
Namesoplatziert,alswäreer dereinzigeauf derKarte.Dabeiwerdenseinemöglichen
Positionengesucht,entsprechendder überdecktenKartengraphikgewichtet und abge-
speichert.In der zweitenPhasewird für alle NamengemeinsameineoptimaleVertei-
lung gesucht,alsodie gegenseitigeÜberlappungvon Beschriftungenbeseitigt.Dieses
Vorgehenermöglichteineindividuell abgestimmtePositionsauswahl für jedenNamen
einerseitsunddenEinsatzmathematischerStandardverfahrenzur LösungdesOptimie-
rungsproblemsandererseits.

� Bei derKonzipierungderAlgorithmenwerdenRaster- undVektorverfahrenin Betracht
gezogenund dasjenigeausgewählt, das im Einzelfall die bessereModellierungver-
spricht.

� Die Kartengraphik,ob als digitaler Vektor- oderRasterdatenbestandvorliegend,wird
zu einerRastermatrixumgebildet.Die Pixel dieserMatrix repräsentierenkleineTeil�ä-
cheninnerhalbder Karte.Die Pixelwertegebenan,wie wichtig dieseFlächenfür das
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VerständnisderKartesind.Die WertederRastermatrixstellendasBedeutungsgebirge
dar.

� Für die Platzierungwerdendie Kartenobjektein die Geometrietypenpunktförmig,li-
nienförmig und �ächenförmig eingeteiltund nachunterschiedlichenGesichtspunkten
beschriftet.PunkthafteObjektewerdenmeistalsSonderfall von �ächenhaftenObjekten
behandelt.

� NamenwerdengeometrischwährendderPlatzierungdurchein umschreibendesRecht-
eckrepräsentiert.In Ausnahmefällenwird jedereinzelneBuchstabealsRechteckdarge-
stellt.

� DasKonzeptbeschreibtMaßnahmen,diebeieinemdurchdieOptimierungnicht lösba-
renGeometriekon�ikt zu treffen sind.DazugehörenVerkleinern,AbkürzenoderWeg-
lassenvonSchrift.

� Die Eingabedatenumfassendie folgendenTypen:

– digitaleKarte

– Schriftgut

– Parameter, diedenEin�uss derKartenobjekteaufdieSchriftpositionbeschreiben

– sonstigeEingabewerte

� DieAusgabedatenenthaltenvorallemdieendgültigenPositionenderSchriftzüge.Hinzu
tretenergänzendeAngaben,z.B. besondereStandlinien,gesperrteDarstellungenoder
graphischeVariationenderSchrift.

4.1 Modellierung der Kartengraphik mithilfe des
Bedeutungsgebirges

Für die Berücksichtigungder Kartengraphikbei der Platzierungder Schrift wird die gesam-
te digitale Karte vor Beginn der Schriftplatzierungin eine Zahlenmatrixüberführt,die Be-
deutungsgebirge genanntwird. Die rasterförmigeDarstellungder Karte eignetsich für eine
zahlenmäßigeDarstellungderKarteninformationproFlächeneinheit.JedesPixel repräsentiert
ein bestimmtesMaß an Bedeutung.Die Bedeutungdrückt nicht nur den Schwärzungsgrad
desKartenuntergrundesaus.VielmehrlässtsichüberdenPixelwertderInformationgehaltder
KarteanderbetreffendenStellevermitteln.FürdieFestlegungeinesPixelwertessinddieKar-
tengraphikunddie BedeutungdesKartenobjektszugrundezu legen.Bei derPlatzierungdes
Namensist dann,unabhängigvon einzelnenSignaturendiejenigeFlächezu �nden, auf der
der Nameam wenigstenKarteninformationverdeckt,auf der alsodie Summeder Werteder
überdecktenPixel minimal ist.

Die PixelwertedieserZahlenmatrixsindmit 8 Bit kodiertundkönnendaherganzzahligeWer-
te zwischen0 und255annehmen.JederPixelwert ist ein Maßdafür, wie starkdie betreffende
Positionvon Schrift freigehaltenwerdensoll. HohePixelwertekönnenalsBergedesBedeu-
tungsgebirgesinterpretiertwerden.SierepräsentiereneinehoheDichtederKarteninformation
und bedingenein niedrigesGewicht für die Eignungals Schriftposition.NiedrigePixelwer-
te dagegenkönnenalsTälerdesBedeutungsgebirgesinterpretiertwerden.Siestehenfür eine
geringeDichtederKarteninformationundkennzeichnenbevorzugtePositionenfür dieSchrift-
platzierung.

DasBedeutungsgebirgeermöglichtes,�ächenhafteBedingungeneinzuführen,die für alle zu
platzierendenNamenin gleicherWeisegelten.Dabeihandeltessich vor allem um Platzie-
rungsregeln,diedenKartenhintergrundbetreffen.
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� DasBedeutungsgebirgestellt demRechnerdie InformationzurVerfügung,diederKar-
tographwährenddermanuellenSchriftplatzierungständigvor Augenhat,nämlichden
Kartenhintergrund.DerRechneristmit Hilfe desBedeutungsgebirgesin derLage,zeich-
nungsarmeTeilederKartezu �nden.

� Die Forderung,bestimmteKartenelementevon Schrift freizuhalten,z.B. Trigonometri-
schePunkte,kannüberhohePixelwertedesBedeutungsgebirgeserfüllt werden.

� Bei dichterAnordnungder KartengraphikmüssenTeile davon durchSchrift verdeckt
werden.Mittels desBedeutungsgebirgeskanngesteuertwerden,in welcherPrioritäten-
folge welcheKartenobjektartenüberdecktwerden,z.B. zunächstWiesenund erstbei
stärkererVerdichtungauchStraßen.

DasBedeutungsgebirgeliegt deckungsgleichüberderzu beschriftendenKarte.Die alsPixel-
wert dargestellteKarteninformationmussso gut wie möglich dem Kartenbild entsprechen,
auf dasdie Schrift platziertwird, denndasBedeutungsgebirgedientalsgeometrischerBezug
für die Schriftplatzierung.Abweichungenzwischender für die PlatzierungbenutztenRaster-
matrix unddemeigentlichenKartenbildkönnensichdahingehendauswirken,dassSchrift in
Bereichegesetztwird, die in derKartemit anderenInformationengefüllt sind.Abweichungen
zwischendemBedeutungsgebirge und der Karte sind vor allem durchdie begrenzteAu�ö-
sungbedingt.Eine 5 km � 5 km großeKarte,die von einemBedeutungsgebirge überzogen
wird, das1024mal1024Pixel besitzt,wird z.B.nur in etwa5 m � 5 m großeFlächenelemen-
te aufgelöst.Folglich werdenmöglicheNamenpositionennur in 5-m-Sprüngengesucht.5 m
entsprechen0.2mm in einerTK 25,1:25000.FeineredazwischenliegendeStrukturenbleiben
unberücksichtigt.
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Abbildung 4.1: Kartengraphik(links) und zugehörigesBedeutungsgebirge (rechts)Zuord-
nung:Straßê=7, Brücke=̂5, Hauŝ=4 undBacĥ=3

In heutigenGeoinformationssystemenliegendigitale Kartenmeistensals De�nitionsgeome-
trie der Kartenobjektevor. Die graphischeAusgestaltung,die Signaturierung,�ndet erstun-
mittelbarvor derAusgabestatt.GenaudiesegraphischeAusgestaltungmussabervor derAb-
leitungdesBedeutungsgebirgesfertiggestelltsein,weil dieSchriftplatzierungvor demHinter-
grunddesfertigenKartenbildeserfolgenmuss.Die DatenderKartengraphikkönnensowohl
in Form von Vektorenals auchals Rasterbildvorliegen.In beidenFällenmüssendie Daten
zur HerstellungdesBedeutungsgebirges in dasRasterdesBedeutungsgebirgesumgeformt
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werden.Die VektordatenwerdeneinerVektor-Raster-Wandlungunterzogen.Die Rasterdaten
müssenin denmeistenFällenebenfallsumgebildetwerden,weil dasgerasterteKartenbildnur
seltenmit der angestrebtenAu�ösung desBedeutungsgebirgesübereinstimmendürfte. Die
notwendigeUmbildungist ein „Resampling-Prozess“, für denin derdigitalenBildverarbei-
tungStandardverfahrenzur Verfügungstehen,z.B. die Suchenachdem„nächstenNachbarn“
, die „bilineareInterpolation“oderdie „bikubischeInterpolation“.

Die BestimmungdesBedeutungsgebirgesumfasstnebender geometrischenDatenwandlung
auchdie FestlegungderHöhen,die alsWertejedeseinzelnenPixelsdargestelltsind.Die fol-
gendenBetrachtungengehenvon einerVektorkarteaus.Im einfachstenFall könntenPixel an
Stellenmit KartenzeichnungdenWert„1“ undanzeichnungsfreienStellendenWert„0“ erhal-
ten.DasBedeutungsgebirgeist dannnichtweiternachObjektendifferenziert.Die Schriftwird
vorzugsweiseanzeichnungsfreienStellenplatziert.Will mandie Schriftplatzierunggezielter
beein�ussenundbestimmteObjektevon Schrift freihalten,dannmüssendieseObjekteeinen
höherenPixelwert, z.B. „2“ bekommen,währenddie anderenwenigerwichtigenObjekteden
Wert „1“ behalten.Auf dieseWeisekanndasBedeutungsgebirgeim Rahmendertechnischen
Grenzen– Objektstrukturder Karte, maximal 256 Stufender Pixelwerte und geometrische
Au�ösung desBedeutungsgebirges– beliebigverfeinertwerden.Für einenPraxiseinsatzist
einsorgfältig aufdieObjekteabgestimmterAufbaudesBedeutungsgebirgeserforderlich.

Zwei wichtige,in DeutschlandangewendeteGeoinformationssysteme(GIS)sinddieAutoma-
tisierteLiegenschaftskarte(ALK) unddasAmtlicheTopographisch-KartographischeInforma-
tionssystem(ATKIS). Bei diesenSystemensind die folgendenGliederungseinheitenfür den
AufbaudesBedeutungsgebirgeszuempfehlen:

� ALK: Folie undObjektschlüssel

� ATKIS: Signaturteilnummer

Wenndie digitalenKartendatennichtgeometrischeStrukturenbesitzenundsichzumBeispiel
nachEbenenoderLayerngliedernlassen,dannkönntenauchdieseGliederungenverwendet
werden,umunterschiedlicheBedeutungenfür dieSchriftplatzierungeinzuführen.

Bei derUmwandlungderVektor- in Rasterdatenwird esregelmäßigvorkommen,dassZeich-
nungsteileübereinanderliegen und daherPixel desBedeutungsgebirgesmehrfach bestimmt
sind.In diesenFällenerhältdasPixel denhöchstenandieserStellevorkommendenWert. Es
ist nichtzuempfehlen,diePixelwertebiszummaximalenWertaufzusummieren.Bei einersol-
chenLösungwürdenSchnittpunkteimmereinensehrhohenWerterhaltenundunangemessen
starkschriftabweisendsein,sodassSchrift bevorzugtanNicht-Kreuzungsstellenliegt.

Wenndie StrichkarteRasterelementeenthältoderwenndie zu beschriftendeKarteüberhaupt
nur ein Rasterbildist, könnendie PixelwertedesBedeutungsgebirgesgrundsätzlichnachder
gleichenMethodefestgelegt werdenwie bei der Vektorkarte.Die HöhedesBedeutungsge-
birgesrichtetsichnachdenObjektarten.Alle Pixel, die zu einemRasterelementdergleichen
Objektartgehören,erhaltenim BedeutungsgebirgedengleichenPixelwert.

DiesesVerfahrenist nichtanwendbar, wenndasdigitaleBild keineObjektstrukturbesitzt,z.B.
bei einemdigitalenOrthophoto.In diesemFall kannnur dasBedeutungsgebirge anhandder
GrauwertedesdigitalenBildesaufgebautwerden.Esist zuunterscheiden,obdieBeschriftung
mit schwarzenodermit weißenBuchstabenerfolgensoll. Im erstenFall, schwarzeBuchstaben,
bekommendiehellenBildteile (hoheGrauwerte)niedrigePixelwertedesBedeutungsgebirges.
DasBedeutungsgebirgeist gewissermaßendas„Negativ“ zumdigitalenBild. Im zweitenFall,
weißeBuchstaben,bekommendiedunklenBildteile (niedrigeGrauwerte)dieniedrigenPixel-
werte.DasBedeutungsgebirgeist das„Positiv“ zumdigitalenBild.

Wennals KartengrundlageVektor- und Rasterdatengemeinsamvorliegen,z.B. bei einerOr-
thophotokarte,müssendieVerfahrenzurAusformungdesBedeutungsgebirgeskombiniertan-
gewendetwerden.
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4.2 Positionsbewertungmittels Bedeutungskessel,
Bedeutungstalund Bedeutungsbecken

In dererstenPhasederSchriftplatzierungwird jedereinzelneSchriftzugunterBerücksichti-
gungbestimmtergeometrischerRestriktionenbehandelt,alswäreeralleinin dieKartezuplat-
zieren.Dafürwird für jedenSchriftzugeinzelneinelokaleGeometriedesBedeutungsgebirges
im BereichdermöglichenPositionenausgeformt.An allenmöglichenPositionendesSchrift-
zugeswird danndieSummealleranderbetreffendenStelleüberdecktenPixel festgestellt.Die
Schrift wird dabeidurcheinerechteckigeFlächerepräsentiert.Eine niedrigeSummebedeu-
tet einegutePlatzierungseignung.Eine hoheSummebedeuteteineschlechtePlatzierbarkeit
wegenauftretenderÜberdeckungen.

WärederSchriftzugalleinaufderKarte,dannwärediePositionmit dergeringstenPixelsum-
medie optimaleStellefür die Schriftplatzierung.Tatsächlichmüssenaberauchalle anderen
Positionenzusammenmit ihrer Pixelsummeauf einemFile zwischengespeichertwerden,um
alsAlternativpositionenbeiÜberdeckungskon�ikten Schrift-Schriftbereitzustehen.

PunkthafteElementeerhaltenihre Beschriftungin unmittelbarerNähe,wenn keine Hinter-
grundzeichnungvorhandenist,meistrechtsoberhalb,sonstdort,wo dasKartenbildPlatzlässt.
LinienhafteElementewerdenin derRegelentlangundoberhalbderLinie in etwagleichenAb-
ständenbeschriftet.Für Stadtplänegeltenoft Sonderregeln,beispielsweisedie Trennungdes
Straßennamensin zwei Teile. DiesebeidenTeile werdendannso an die Straßenendenge-
setzt,dassdemKartenleserdie AusdehnungderStraßedurchdie Bezeichnungdeutlichwird.
FlächenerhaltenihreBeschriftungabhängigvom VerhältnisderSchriftgrößezurFlächengrö-
ße.Der Namenzugwird entwederinnerhalboderaußerhalbderFlächeplatziert.Oft wird zur
Kennzeichnungder Zuordnungder Namenzugauchso gesetzt,dassdie Schrift teilweisein-
nerhalbundteilweiseaußerhalbsteht.Die lokaleGeometriedesBedeutungsgebirgeswird für
punkthafteObjekteBedeutungskessel,für linienhafteObjekteBedeutungstalundfür �ächen-
hafteObjekteBedeutungsbeckengenannt.

Die Beschriftungvon punkthaftenKartenelementenkann nachunterschiedlichenGesichts-
punktenerfolgen:

� In topographischenKartenwird dieSchriftwegenderKonkurrenzzwischenSchriftund
Gra�k meistdort platziert,wo im Kartenbildamwenigstenverdecktwird.

� In Kartenmit geringerDichtedesKartenbildeswird die Schrift meistaneinein Bezug
aufdaspunkthafteObjektbevorzugtePositiongesetzt,beispielsweiserechtsoberhalb.

Der Bedeutungskesseldient dazu,beideAspektezu modellieren.Er ist eine lokale von der
HintergrundkarteunabhängigePixelmatrix.DiesePixelmatrixkannwahlweisetrichterähnlich
oderweitgehendbeliebiggeformtwerden.Für die trichterähnlicheForm könnenin 10-Grad-
Schritten36„Höhenwerte“für denTrichterrandangegebenwerden.DamitkannderTrichterin
einigenRichtungen�acher undin anderensteilerausgeformtwerden.Die �achen Richtungen
repräsentierenVorzugspositionenfür dieSchriftplatzierung.

Der Bedeutungskesselwird demBedeutungsgebirgeüberlagert,sieheAbbildung4.2.Die Pi-
xelwerte,derenSummefür die Bewertungder verschiedenenSchriftpositionenmaßgeblich
sind,gehenausdieserÜberlagerunghervor. Siesindan jederPositiondergrößerePixelwert
ausBedeutungskesselundBedeutungsgebirge.Bei einertrichterförmigenGeometriedesBe-
deutungskesselshängtesvon der „Steilheit“ desTrichtersab,ob eherderKartenhintergrund
odereherdie Form desBedeutungskesselsdie Schriftpositionbeein�ussen.WennderBedeu-
tungskesselzu einer �achen Scheibewird, dannrichtensich die Schriftpositionennur noch
nachderzubeschriftendenKarte.WennderBedeutungskesseleinsteilerTrichtermit z.B.45�

Neigungist, dannbleibt der Kartenhintergrundpraktischunbeachtet.LetztereForm könnte
manwählen,wenndieKartenurausPunktsignaturenbesteht.
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Abbildung4.2:ÜberlagerungeinestrichterförmigenBedeutungskesselsmit demBedeutungs-
gebirge.DasBedeutungsgebirgeist hiernurdurcheineLinie in derNordwestecke sichtbar.

InnerhalbdesBedeutungskesselswerdenSchriftpositionennur in derNähederPunktsignatur
gesucht.DieseNähewird durchdenRandderPunktsignaturundeinenSaumin vorgebbarer
Breitede�niert. Mindestensein Pixel desNamenrechtecksmussAnteil andemSaumoderan
demRandhaben.KeinPixel desNamen-rechtecksdarfaberinnerhalbderFlächederPunktsi-
gnaturliegen.AuchpunkthafteSignaturen,z.B.Höhenkoten,besitzenGrößenvonmindestens
einemPixel. DiesesVerfahrengewähr-leisteteineSchriftpositionin derNähederPunktsigna-
tur, ohnedassdieeigentlicheSignaturüberdecktwird.

Mit Hilfe der Saumbreitekannje nachKartentypdie Schrift mehroderwenigerengan die
Signaturgebundenwerden.Der um die punktförmigeSignaturgelegte Saumgewährleistet
auchdieeindeutigeZuordnungvonSchrift undSignatur. Die FlächedesSaumeswird für alle
Schriftenaußerfür die zur Signaturgehörigengesperrt.Dadurchstehtimmerdie zugehörige
Schrift näheran der Signaturals alle anderenSchriften.Die Flächeder Punktsignaturselbst
ist sowohl für diezugehörigealsauchfür alleanderenSchriftengesperrt.

Die BeschriftungvonLinien zeichnetsichdurcheinigespezi�scheMerkmaleaus.

� Die Beschriftungist vorzugsweiseangestrecktenLinienteilenzuplatzieren.

� Die Beschriftungfolgt derLinienrichtungundliegt dahermeistnichtparallelzumunte-
renKartenrandoderzumKartennetz.Die Beschriftungsollteaberimmervom unteren
KartenrandauslesbarseinundnichtaufdemKopf stehen[Imh62].

� Die Beschriftungkannoberhalb,unterhalboderabhängigvom Kartenbildbeiderseits
derLinien stehen;diebevorzugteStellungist oberhalb.

� Die BeschriftungstehtnichtunmittelbaranderLinie, sondernhälteinenAbstandzuihr,
dereineMinimaldimensionnichtunterschreitendarf.

� LängereLinien werdenmehrfachin etwagleichenAbständenbeschriftet.

Die Grundlagefür dieSuchederoptimalenSchriftpositionenist wie beidenpunkthaftenKar-
tenelementeneineKombinationausdemglobalenBedeutungsgebirgeundeinerlinienspezi�-
schenGeometrie.DieseGeometriewird wegenihrerFormBedeutungstalgenannt.DiesesTal
folgt demalsbekanntvorausgesetztenLinienverlauf.An gestrecktenLinienteilenbesitzendie
PixelgeringereWerte,dasheißt,dieTalsohleliegt tiefer. JestärkerdieKrümmungderLinie ist,
destogrößerwerdendiePixelwerteunderschwerendortdieSchriftplatzierung.Alle Bereiche
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außerhalbdesTalswerdenmit maximalenPixelwertenbelegt unddamit für Schrift gesperrt.
Die Form desTalquerschnittsbestimmtdie Stärke, mit der die Schrift an denvorgegebenen
Linienverlaufgebundenwird. Ein V-förmigerQuerschnittbindetdie Schrift sehrstarkandie
vorgegebeneLinie. Ein U-förmigeroderein kastenförmigerQuerschnittbelässteinegrößere
Freiheit,aufgrunddesKartenhintergrundesdie bestePositionbeiderseitsderLinie zu suchen,
sieheAbbildung4.3.Ein durcheinenRücken in derMitte zweigeteiltesTal (W-förmig) ver-
hindertBeschriftungenauf der Linie selbstund lässtdie FestlegungeinesMindestabstandes
vonderLinie zu.

maximale Größe der Maske

vorgegebene
Profilbreite

Abbildung4.3:Maske für die De�nition desBedeutungstales.Dasschraf�erte Pro�l wird auf
geraderStrecke verwendet.Die weißenQuerpro�le werdenzusätzlichanLinienkrümmungen
verwendet.

Die BreitedesBedeutungstalessolltederSignaturbreiteangepasstwerden.Bei einfachenLi-
nien lässtsichdadurcheineMaximaldistanzzwischenLinie undSchrift vorgeben.Bei Dop-
pellinien wird eineeventuell unerwünschteSchriftpositionaußerhalbverhindert.Zusätzlich
kannbei Doppelliniendie Tiefe desBedeutungstalesso abgestimmtwerden,dassdie in der
KartevorhandeneSignaturdieSchriftpositionmaßgeblichbeein�usst.Ausdemvorgegebenen
Querpro�l wird eine„Schablone“geformt,die vom AnfangzumEndederLinie geführtwird
undgewissermaßendasTal ausschürft.Die „Schablone“ist eindigitalerFilter, deranjederPi-
xelpositionentlangderLinie demglobalenBedeutungsgebirgeüberlagertwird. Bei geradem
Linienverlaufwird soein Querpro�l nebendasanderegelegt undein gleichmäßiggeformtes
Tal gebildet.Bei Linienkrümmungenliegendie Querpro�le nicht mehrparallel zueinander.
Es entstehendaherKlaffungen,die bei der Bildung der Talform ohneweitereModellierung
unde�niert blieben.DieseTatsachewird ausgenutzt,umkrümmungsabhängigdieTalsohlean-
zuheben.Der digitaleFilter enthältnicht nur dasvorgegebeneQuerpro�l, sondernaucheine
Reihevondanebenliegenden,�acher werdendenQuerpro�len,diewie einTalschlussdieEin-
tiefungdesTalsbeenden,sieheAbbildung4.4.Die Form desFilters ist nur „nachhinten“ in
RichtungaufdasbereitsgeformteTal ausgebildet.Bei gerademTal bleibendiesezusätzlichen
Querpro�leunberücksichtigt.ErstwennKlaffungenauftreten,alsowennin einerLinienkrüm-
mungunde�niertePixel stehenbleiben,werdensievon denzusätzlichenQuerpro�len belegt.
Je stärker die Krümmungist, destobreiter werdenauchdie Klaffungenund desto�achere
Querpro�le mit hohenPixelwertensindamAuffüllen beteiligt.Als Ergebniswird diePlatzie-
rungumsostärkerverhindert,je mehrdieLinie gekrümmtist.

DasfertigeBedeutungstalist die Basisfür die SuchederbestenSchriftpositionen.Die in drei
SchrittenausgeführteSuchehatdasZiel,

� dieStellenentlangderLinie zu�nden, andenenderNamewiederholtgeschriebenwird,

� in derUmgebungderWiederholungspunktediejenigenStellenzu �nden, die die besten
Schriftpositionenbieten
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benutztes Profil
auf gerader
Strecke

Benutzung weiterer Profile
bei Linienkrümmungen

Maske zur Erzeugung des Bedeutungstales

vorgegebener
Linienverlauf

Abbildung4.4:VerschiebenderMaskeentlangeinerLinie. Auf demgeradenLinienstückwird
nur ein Querpro�l pro Positionfür die Talbildung verwendet.An Linienknicken entstehen
KlaffungenzwischendenHauptquerpro�len.Zum Auffüllen derKlaffungenwerdenweitere
Querpro�le,diedasTal wenigertief ausbilden,hinzugenommen(dichtereSchraffur).

� denAbstanddeserstenWiederholungspunktesvomLinienanfangzubestimmen.

Im erstenSchrittwird an jederPixelpositionentlangderLinie die Wertigkeit für die Platzie-
rungfestgestellt.An derbetreffendenLinienpositionwird die Schrift entlangdesQuerpro�ls
überdie ganzeoderhalbeTalbreiteverschobenund die bestePositiongesucht.Diesemeist
nebenderLinie liegendePositionunddiedortermittelteWertigkeit werdenfür denuntersuch-
tenLinienpunktgespeichert.Dannwird dasVerfahrenbeimnächstenLinienpunktwiederholt.
Am Endegibt esfür jedesLinienpixel einezugehörigeSchriftpositionundWertigkeit, siehe
Abbildung4.5.

Im Standardfall kanndie von einemSchriftzugüberdeckteFlächealsRechteckangenommen
werden.WennsichdieSchriftbesondersgutderLinie anschmiegensoll,mussanjederzuprü-
fendenPositioneinekreisbogenförmigeStandliniefür die Schrift festgelegt und bei der Be-
stimmungderWertigkeit berücksichtigtwerden.Im einfachstenFall kanndieserKreisbogen
durchdrei Punkteauf der Linie, nämlicham Beginn, in der Mitte und am EndedesSchrift-
zuges,festgelegt werden.Die Parameterzur De�nition der Standliniemüssendannfür jede
Positioneinzelnzwischengespeichertwerden.Eine weitereVerfeinerungdesModells, z.B.
hinsichtlichS-förmigerStandlinien,ist denkbar.

Im zweitenSchrittwerdendiemöglichenVerteilungenentlangderLinie ermittelt.Die geome-
trischenVorgabensind der Abstandder Beschriftungund die erlaubteAbweichungvon den
Sollpositionen.DasZiel derSuchein diesemVerfahrensschrittist die ErmittlungderPosition
dererstenBeschriftung.Die PositionenderanderenBeschriftungenliegen,abgesehenvonden
erlaubtenVerschiebungenum dieSollpositionen,durchdenvorgegebenenAbstandfest,siehe
Abbildung4.6.

Zunächstwird dasersteLinienpixelalsersteSchriftpositionangenommen.DieanderenSchrift-
positionenergebensich aufgrundder vorgegebenenAbstände.Nun wird unterBerücksichti-
gungdererlaubtenVerschiebungsbeträgedie minimaleSummealler von Schrift überdeckten
Bedeutungspixel ermittelt.Danachwird die Schriftpositionum ein Pixel verschobenunddas
zweiteLinienpixel als ersteSchriftpositionangenommen.Erneutwird die minimaleSumme
bestimmt.DieseSummierungwird solangewiederholt,bisdieersteSchriftpositioneinenvol-
len Beschriftungsabstandzurückgelegt hat. DanachwürdenKonstellationengeprüft,die be-
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beste Schriftposition im jeweiligen Querprofil
und Lage des Schriftzuges

vorgegebene 

Achse

 Schriftpositionen, an denen die Pixelsummen

gebildet wurden

Abbildung4.5:PositionssucheentlangvonLinien, AuswahlderbestenPositionen

Abstand

Toleranz, erlaubte Verschiebung

Abbildung4.6:SchriftabstandundToleranzentlangeinerLinie
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reitsuntersuchtwurden,sieheAbbildung4.7.AusdengefundenenSummenwird dieminima-
le ermittelt.Dieseergibt die PositiondererstenSchrift, alsodenAbstandvom Linienanfang,
undlegt damitdieVerteilungderSchriftenüberdieganzeLinie fest.

Pixelsumme

Linie

Abstand zwischen zwei Beschriftungen Toleranz

zu testende
Lagen des
Beschriftung-
musters

beste Position bei einer Lage des Beschriftungsmusters

getestete Positionen

Abbildung4.7:PrinzipderPositionssucheanLinien, zu testendeStartpunktefür dieLagedes
Beschriftungsmusters.

Im drittenSchrittwird die gefundeneoptimaleAnfangspositionzugrundegelegt. Für alle nun
möglichenPositionenderSchriftwerdendieWertigkeit unddieRichtungermittelt.

Die BeschriftungenvonFlächenlassensichgrobin folgendeKategorieneinteilen:

� Wenndie Flächein der Karte größerist als die von der Schrift beanspruchteFläche,
wird dieSchriftmeistinnerhalbderFlächeplatziert.

� Wenndie Flächeetwa gleichgroßist wie derSchriftzug;wird die Schrift meistsoplat-
ziert,dasssiedieFlächeteilweiseüberdeckt.

� Ist die Flächedeutlich kleiner als die Schrift, dannstehtdie Schrift ähnlich wie bei
PunktennebendemKartenelement.

Die Bezeichnung„Bedeutungsbecken“ ist von der muldenförmigenGeometriedes lokalen
Bedeutungsgebirgesabgeleitet.DaslokaleBedeutungsgebirgeentstehtwie bei PunktundLi-
nie durchÜberlagerungdesglobalenBedeutungsgebirgesmit einervom Benutzerde�nierten
Geometrie.DieseGeometriekannwie beimPunktdie Form einesTrichters,derbei Flächen
eher�ach ausfällt,oderdie Form eineskleinen„digitalen Höhenmodells“besitzen.Mit der
FormderOber�ächedeslokalenBedeutungsgebirgeslassensichBereichevorgeben,in denen

35



ursprüngliche Fläche erweiterte Fläche

Beispiele für zu prüfende Schriftpositionen

für das Überschreiben
(Pseudofläche)

Abbildung4.8:FlächenvergrößerungzurSteuerungdesÜberschreibens.

dieSchrift vorzugsweisezuplatzierenist, zumBeispielin derMitte. Mit derLagedesRandes
deslokalenBedeutungsbeckenswird gesteuert,ob Schrift nur innerhalbderFlächeoderteil-
weiseauchaußerhalbstehendarf.WennSchrift nur innerhalbstehensoll, dannsindderRand
deslokalen Bedeutungsgebirgesund der Flächenrandidentisch.Auf dem Flächenrandund
außerhalberhaltendie Bedeutungspixel Maximalwerteundverhinderndort einePlatzierung.
WenndieSchrift teilweiseinnerhalbundteilweiseaußerhalbliegensoll,wird dasBedeutungs-
gebirgeüberdenFlächenrandhinausgeradeum soviel erweitert,dassderSchriftzugnie ganz
außerhalbder Flächestehenkann,sondernimmer nochein wenig in die Flächehineinragen
muss.Die entstehendegrößereFlächewird Pseudo�ächegenannt,sieheAbbildung4.8.

Fl�che

Schriftfeld

Rand

Schriftfeld

Abbildung4.9:MaximaleFlächen-undRandüberdeckung.

Wenndie Schrift gegenüberderFlächezu großwird, kannespassieren,dasssoviel vom Flä-
chenrandüberdecktwird, dassdie Form der Flächeunkenntlich wird oder dassdie ganze
FlächeunterderSchrift verschwindet.Um dieszu verhindern,müssenmaximaleRand-und
Flächenanteile,dieüberdecktwerdendürfen,vorgegebenwerden,sieheAbbildung4.9.
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4.3 Suchenachder optimalen Verteilung aller Namen

In derzweitenPhasederSchriftplatzierungwird die optimaleVerteilungdesSchriftgutesge-
sucht.Die Sucheist dannam Ziel, wenndie Summealler von allen Schriftenüberdeckten
Pixel desBedeutungsgebirgesdasMinimum erreichthat. DieseSucheist eine �ächenhaf-
te Optimierung,bei der theoretischalle Kombinationenvon Positionennacheinandergeprüft
werdenmüssen.DiejenigenKombinationen,beidenenÜberdeckungenauftreten,werdenver-
worfen.Von denverbleibendenwird diejenigegesucht,derenobenangegebeneSummedas
Minimum erreicht.

Die AnzahlderzuuntersuchendenKombinationenist in denmeistenFällensehrhoch.Sogibt
esbeispielsweisebei 100Namenundnur 10 möglichenPositionenpro Namenschon10100
Kombinationen.Man sprichtin einemsolchenFall auchvon einer„kombinatorischenExplo-
sion“, dieauchaufdenschnellstenRechnernnichthandhabbarist. EssinddaherStrategienzu
entwickeln,diedenSuchprozessnachhaltigabkürzen.Insbesonderemussversuchtwerden,die
Rechenschrittebei einerErhöhungderAnzahlderzu verteilendenNamennicht exponentiell
steigenzu lassen.

Zur LösungderOptimierungsaufgabewird dasVerfahrenderLinearenProgrammierungoder
LinearenOptimierungeingesetzt,dasim Kapitel 2 erläutertwurde.Trotz desEinsatzesder
LinearenProgrammierungbleibt die Suchenachder bestenVerteilungder Schrift ein zeit-
kritischerProzess.Daherwird einezusätzlicheSuchstrategie eingesetzt,um die Zahl der in
FragekommendenKombinationenvon Schriftpositionensoklein wie möglichzu halten.Die
möglichenPositioneneiner einzelnenSchrift lassensich in zwei Gruppeneinteilen:Grup-
pe1 beinhaltetdiePositionen,andenenKon�ikte mit anderenSchriftenauftretenkönnen,und
Gruppe2 beinhaltetdiePositionen,dienievoneineranderenSchrift gestörtwerdenkönnen.

Darausfolgt, dassauchim ungünstigstenFall, nämlichbei einerBlockierungaller Positionen
derGruppe1 durchandereSchriften,derSchriftzuganallenPositionenderGruppe2 platziert
werdenkönnte,so auchan der bestenPositionder Gruppe2. Daherwerdendie Schriftposi-
tionenderGruppe2 außerdergenanntenbestenim weiterenOptimierungsprozessnichtmehr
berücksichtigt.
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Kapitel 5

Anzahlmaximierung von
Inter vallen auf einer Geraden

KatharinaBach

BeimBeschrifteneinerLandkarte(oderanderergraphischerDarstellungen)stehtmanvor der
Aufgabe,Punkte,die zum Beispiel Städteoder Berggipfel repräsentieren,mit Namen,Hö-
henangabenoderandererInformationzu beschriften.Dabeisolltedie Beschriftungdirekt am
jeweiligen Punkt liegen,horizontalsein,eine einheitlicheGrößehabenund sich vor allem
nicht mit anderenBeschriftungenschneiden.Die hier gestellteAufgabeist nun, einemaxi-
maleAnzahl von Punktenzu �nden, die beschriftetwerdenkönnen,ohnedasssich ihre Be-
schriftungenüberschneiden,und diesePunktedannauchzu beschriften.DiesesProblemist
aberschonfür die Beschriftungmit achsenparallelenEinheitsquadratenNP-schwer[FPT81],
dasheißt,dassmannicht erwartenkann,einenef�zienten Algorithmuszu �nden, derdieses
Problemexakt löst. Es ist jedoch,wie im folgendengezeigtwird, möglich,einenFaktor- 1

2-
Approximationsalgorithmushierfür anzugeben,der auchdasallgemeinereProblemder Be-
schriftungmit achsenparallelenRechteckengleicherHöhelöst.

Die LösungeinesBeschriftungsproblemskannbetrachtetwerdenalsmaximaleunabhängige
Menge(MUM) auf einemRechtecksschnittgraphen(RSG)G(V;E), in demjedesRechteck
durcheinenKnoten(V) repräsentiertwird und je zwei KnotendurcheineKante(E) verbun-
denwerden,falls sich die jeweiligen Rechtecke schneiden.Zusätzlichsollendie Rechtecke
achsenparallelsein,die gleicheHöhehaben,undeineEcke jedesRechteckssoll auf demda-
zugehörigenPunktliegen.Esstehenalsofür jedenPunktvier RechteckezurAuswahl.Diesist
dassogenannte4-Positionen-ModellderPunktbeschriftung,sieheAbbildung5.1.

Ein Faktor- 1
2-Approximationsalgorithmusfür eineMUM auf einemRSGlässtsichangeben,

wennmandasProblemin der Ebenefolgendermaßenin ein eindimensionalesProblemum-
wandelt:

1. ManunterlegedieEbenemit horizontalenSpießenim AbstandderHöhederRechtecke.
Sowird jedesRechteckvongenaueinemSpießdurchstochenundkannalsIntervall auf
demSpießgekennzeichnetwerden.Gesuchtwird nuneineMUM auf diesenIntervall-
schnittgraphen.

2. Mithilfe einesAlgorithmusfür MUM auf Intervallschnittgraphenberechnemandiema-
ximaleAnzahlsichnichtüberschneidenderIntervalleauf jedemSpieß.
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MaximaleunabhängigeMenge

Rechtecksschnittgraph4-Positionen-Modell

Abbildung5.1: EineBeschriftungvon Punktenmit Rechtecken im 4-Positionen-Modell,der
zugehörigeRechtecksschnittgraphundeinemaximaleunabhängigeMenge.

3. Nun verwandeltmandie erhaltenenIntervalle wieder in Rechtecke, indemmanjeden
zweitenSpießwählt. So erhält man zwei Mengenvon sich nicht überschneidenden
Rechtecken,vondenenmandiegrößereauswählt.

Man hat auf dieseWeisemindestensdie Hälfte der maximalenLösungerwischt,da ja auch
die Rechtecke dermaximalenLösungaufgespießtwurden.Falls siegleichmäßigübergerade
undungeradeSpießeverteilt sind,wird mit derbeschriebenenMethodedie Hälfte von ihnen
erfasst.Sind sie ungleichmäßigverteilt, so wird durch die Wahl der Spieße,auf denendie
Mehrzahlliegt, eineAusbeutevon über50% gemacht.Natürlich könnennun in den freien
RaumzusätzlicheRechtecke gelegt werden,umdieAusbeutezuvergrößern.

EineandereMöglichkeit, dasErgebnissicherzu verbessern,bestehtdarin,MUM von Recht-
eckenaufzweibenachbartenSpießenzubestimmen.In [AvKS98] wird dafüreinAlgorithmus
vorgestellt,der auf dynamischemProgrammieren(mehrdazuin Abschnitt 5.2) beruht.Bei
derRückwandlunghatmandrei MöglichkeitenderPlazierungundsomiteinenFaktorvon 2

3.
Die Anzahl der benachbartenSpießeläßt sich beliebigerhöhen,so dassz.B. bei vier Spie-
ßenbereitsein Faktor von 4

5 erreichtwird. Allerdingssteigtdie Rechenzeitexponentiellmit
der Anzahl der benachbartenSpieße,für die gemeinsameineMUM berechnetwerdensoll
[AvKS98].

5.1 Greedy-Algorithmus

DanundasVerfahrenbekanntist, wie durchReduzierungundRückverwandlungdesRSGum
eineDimensioneineunabhängigeMengegefundenwerdenkann,diemindestenshalbsogroß
wie eineMUM ist, bleibt die Beschäftigungmit demAlgorithmus,der die entsprechenden
Intervalle liefern soll. Der Algorithmus für MUM auf Intervallschnittgraphen(sieheAbbil-
dung5.2) ist eineinfachersogenannterGreedy-Algorithmus(greedy, engl.:gefräßig,d.h.was
er einmalgespeicherthat,bleibt in derLösung).Er sortiertdie Intervalle nachrechtemEnd-
punktin nicht-absteigenderReihenfolge,speichertdasIntervall mit demkleinstenIndex in der
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Abbildung5.2:EieMengesichschneidenderIntervalle,einemaximaleunabhängigeTeilmen-
geundderentsprechendeIntervallschnittgraph.

LösungsmengeI � und löschtdannalle Intervalle, die dasgespeicherteschneiden.Nun spei-
cherter von denübrigenIntervallenwiederdasmit demkleinstenIndex (alsodessenrechter
Eckpunktamweitestenlinks liegt) undlöschtalle Intervalle,dieesschneiden.DieserVorgang
wird wiederholt,bisalle Intervalleentwederin I � odergestrichensind.

Satz5.1 I � ist unabhängigundmaximal.

Beweis. Da sichdie Unabhängigkeit ausderVorgehensweisedirekt ergibt, bleibt die Maxi-
malitätzu zeigen.SeiI einemaximaleunabhängigeMengeundsein = jI � j. Wir untersuchen
beideMengenvonlinks nachrechts.AufgrundderKonstruktionvonI � folgt induktiv, dassfür
i = 1; : : : ;n der rechteEndpunktdesi: Intervalls in I höchstenssoweit links liegenkannwie
der desi. Intervalls in I . Gältenun jI j > n, so lägedas(n+ 1): Intervall von I aufgrundder
Unabhängigkeit vonI rechtsvomn: Intervall in I , alsoaufgrundderletztenFeststellungrechts
vomletztenIntervall in I � . AberdannwäreesnachderobenbeschriebenenKonstruktionin I �

aufgenommenworden.

5.2 GewichteteInter valle

Esergibt sichabernuneinweiteresProblem:In einerMUM werdensichvor allemdie relativ
kurzenIntervalle be�nden, da sie einegrößereKardinalitätder Mengeermöglichen,so dass
Punktemit langerBeschriftung,obwohl sievielleichtwichtig sind,benachteiligtwerden.Den
Punkten,undsomitdenentsprechendenIntervallen,soll alsonuneineGewichtungzugeordnet
werden,um danneineunabhängigeTeilmengederIntervalle zu �nden, derenGesamtgewicht
maximalist.SoeineTeilmengenenntmanmaximalgewichteteunabhängigeMenge(MGUM).

DervonHsiao,TangundChanghierfürvorgeschlageneAlgorithmus[HTC92] basiertaufdem
PrinzipdesdynamischenProgrammierens.DasProblemdermaximalenGewichtungwird also
in kleinereGewichtungsproblemeunterteilt,indemalle Mengenvon sichnicht schneidenden
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w8 = 4w5 = 4w2 = 4

w10 = 7w7 = 4w4 = 7w1 = 6

w3 = 9 w6 = 5 w9 = 5

k = 6
S1 = f i1; i6g w(S1) = 6+ 5 = 11 X(6) = f S1;S2;S3;S4;S5g
S2 = f i2; i6g w(S2) = 4+ 5 = 9 MGUM(6) = S5
S3 = f i3; i6g w(S3) = 9+ 5 = 14 c(6) = w(S5) = 18
S4 = f i4; i6g w(S4) = 7+ 5 = 12
S5 = f i1; i4; i6g w(S5) = 6+ 7+ 5 = 18

Abbildung5.3:Bezeichnungenfür denAlgorithmusvonHsiaoetal.

Intervallen der Ausgangsmengein Teilproblemezusammengefasstwerden.Durch Erweite-
rungderLösungenderTeilproblemewird danndasursprünglicheProblemgelöst.Essoll nun
alsodie Art desZusammenfassens,dannder ZusammenhangzwischenTeillösungund Ge-
samtlösungundschließlichdieArt derErweiterungfestgelegt werden:

De�nition 5.1 Sei I = f i1, i2; : : : ; ing eineMenge gewichteter Intervalle mit ik =] ak;bk[ für
1 � k � n. Dabei sei ak der linke, bk der rechte Endpunktvon ik und wk seineGewichtung.
Die Intervalleseienin nicht-absteigenderReihenfolge nach rechtemEndpunktgeordnet.Für
eineunabhängigeTeilmengeSvonI seiw(S) dieSummederGewichteder Intervallein S. Die
Menge aller unabhängigenTeilmengenSvonI mit höchstemIndex k seiX(k). SeiMGUM(k)
ein maximalgewichtetesElementvonX(k) undc(k) seineGewichtung, sieheAbbildung5.3.
Seic(I ) dieGewichtungeinerMGUM vonI.

Lemma 5.1 c(I ) = maxf c(k) j 1 � k � ng

Beweis. GehtunmittelbarausderDe�nition hervor.

Der Algorithmussoll alsodie MengenX(k) bilden und ihre MGUM(k) und c(k) speichern,
um die am höchstengewichteteder MGUM(k) zu erhalten.Es gilt dabei,dasssich die ma-
ximale Gewichtung von X(k) zusammensetztauswk und der maximalenGewichtung aller
unabhängigenIntervalle links von ik.

Lemma 5.2 c(k) = wk + maxf c(l ) j bl � akg für 1 � k � n

Beweis. 1. Wir zeigen,dassc(k) � wk + maxf c(l ) j bl � akg.
Seic( j) = maxf c(l ) j bl � akg undS= MGUM( j) [ f ikg. Dannist Sunabhängigundin X(k).
Also gilt c(k) � w(S) = wk + maxf c(l ) j bl � akg.

2. Wir zeigen,dassc(k) � wk + maxf c(k) j bl � akg.
Sei N = MGUM(k) nf ikg. Da MGUM(k) unabhängigist, ist auchN unabhängig.Sei i j das
amweitestenrechtsgelegeneIntervall von N. NachDe�nition von N gilt b j � ak unddaher
c( j) � maxf c(l ) j bl � akg. Andererseitsist dieGewichtungvonN höchstenssogroßwie die
GewichtungeinerMGUM( j), alsow(N) � c( j). Die Gewichtungder MGUM(k) setztsich
zusammenauswk undw(N). Also gilt c(k) = wk + w(N) � wk + c( j) � wk + maxf c(l ) j bl �
akg.

Aus1. und2. folgt nundieBehauptung.
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w8 = 3w5 = 3w2 = 4

w7 = 3w4 = 7w1 = 6

w3 = 9 w6 = 5

c(�) µ n

a1 c(1) = 6 0 0
a3 c(3) = 9 0 0
a2 c(2) = 4 0 0
b1 c(1) = 6 > µ 6 1
a4 c(4) = 6+ 7 = 13 6 1
b2 c(2) = 4 < µ 6 1
b3 c(3) = 9 > µ 9 3
a5 c(5) = 9+ 3 = 12 9 3
b4 c(4) = 13> µ 13 4
a6 c(6) = 13+ 5 = 18 13 4
b5 c(5) = 12< µ 13 4
a7 c(7) = 13+ 4 = 17 13 4
b6 c(6) = 18> µ 18 6
a8 c(8) = 18+ 3 = 21 18 6
b7 c(7) = 17< µ 18 6
b8 c(8) = 21> µ 21 8

) MGUM= f i8; i6; i4; i1g

Abbildung5.4:BeispieldurchlaufdesAlgorithmusvonHsiaoetal.

Der hieraufaufbauendeAlgorithmusvon Hsiaoet al. benötigtzwei temporäreVariablenund
ein Feld.Die Variableµ speichertdie GewichtungderMGUM dervollständiggescanntenIn-
tervalle, n denhöchstenIndex dieserMGUM unddasFeldc() speichertdie Datenwie oben
de�niert. Der Algorithmusordnetdie Intervalle in nicht-absteigenderReihenfolgenachrech-
temEndpunktundscanntdannihreEndpunktevon links nachrechts.EinenBeispieldurchlauf
desAlgorithmuszeigt Abbildung 5.4. Zu Beginn ist µ = 0 und n = 0. Wird ein linker End-
punkterkannt,sospeichertderAlgorithmusdieGewichtungdeszugehörigenIntervalls in der
temporärenVariablenc(k), solangebis ein ersterrechterEndpunktgescanntwird. Die Ge-
wichtungdeserstenabgeschlossenenIntervalls wird in µ gespeichert,derIndex desIntervalls
in n. Ab hiergibt eszweiMöglichkeiten:

1. Ein linker Endpunktwird gescannt:Die GewichtungdeszugehörigenIntervalls plusµ
wird in c(k) gespeichert,dadieseSummeja derzudiesemZeitpunktmaximalenLösung
entspricht.

2. Ein rechterEndpunktwird gescannt:Eswird geprüft,ob c(k) > µ odernicht. Falls ja,
wird µ aufc(k) undn aufk gesetzt.

Ist derVorgangabgeschlossen,kannanhandvon µ undn sowie derGewichtungender Inter-
valle die maximaleLösungfolgendermaßenermitteltwerden:Der Index deserstenElements
derLösungsmengeist der, derzumhöchstenEintragin µ gehört.ManziehtseineGewichtung
vondemWert in µ abundsuchtin derListenachderneuenGewichtung.DerzugehörigeIndex
in n nenntdaszweiteIntervall derLösung,dessenGewichtungwiederumabgezogenwird. So
verfährtmanweiter, bisµ denWert0 erreicht.
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Satz5.2 Der AlgorithmusvonHsiaoetal. liefert in O(n) Zeit eineMGUM vonn Intervallen,
falls diesenach rechtemEndpunktsortiert sind.

Beweis. NachLemma5.1 ist die gesuchteMengemaxf c(k)j1 � k � ng. Der Algorithmus
erzeugtjeweils ein temporäresMaximum, indem er nachLemma5.2 zur jeweils zur Zeit
maximalgewichtetenunabhängigenMengedasIntervall mit demnächstenlinken Endpunkt
hinzufügt.Die Unabhängigkeit wird dabeidadurchgewährleistet,dassnachderMethodedes
Greedy-Algorithmusnur jeweils sichnicht schneidendeIntervallezusammengefasstwerden.

Der AlgorithmusbenötigtlineareLaufzeit,daan jedemIntervallendpunktnur konstantviele
Operationenausgeführtwerden.

5.3 Ausblick

Die Aufgabe,Punkteauf der Ebeneso mit Schrift zu versehen,dassmöglichstviele Punkte
beschriftetwerden,wobeisichdieBeschriftungzweierPunktenichtüberlappt,kannauchvon
diesenAlgorithmennur annäherndgelöstwerden.Um auf einebessereLösungzu kommen,
ist essinnvoll, die Anforderungen,die andie PlazierungderBeschriftunggestelltwerden,zu
modi�zieren. Das Vier-Positionen-Modell,von dem in diesemArtikel ausgegangenwurde,
betrachtetausschließlichdenFall, dassgenauein EckpunktdesBeschriftungsrechtecksauf
demzu beschriftendenPunkt liegt. So werdenvon Anfangan nur vier möglichePositionen
derBeschriftungeinesPunkteszugelassen.EineandereMöglichkeit derPositionierungist es,
jedePlazierungdesRechteckszuzulassen,bei dersichderPunktirgendwo auf demRanddes
Rechtecksbe�ndet.DasRechteckkannalsoumdenPunktherumbeliebigverschobenwerden.
SolcheBeschriftungennenntmanschiebbar(slidinglabels).Bei ihnenist dieAnzahlderPosi-
tionennichtmehrbeschränkt.ZwarhatsichauchdiesesProblemalsNP-schwerherausgestellt
[vKSW99], eswurdeaberein einfacherundef�zienter Faktor- 1

2 Approximationsalgorithmus
gefunden[vKSW99]. Im Vergleichmit festenPositionsmodellenproduzierter 10-15%mehr
Rechtecke,besondersin dichtenGebieten.Wennalsoauf die Beschriftungin denklassischen
vier Positionenverzichtetwerdenkann,ist essinnvoll, diesenAlgorithmusanzuwenden.Al-
lerdingsist er schwererzu implementieren.
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Kapitel 6

Punktbeschriftung mit Rechtecken
gleicherHöhe

JuliaLöcherbach

Die Informationsdarstellungin einer Landkarte,einemGraphenoder einemDiagrammge-
schiehtdurchBeschriftungvonPunkten,Flächen(Länder, Gebiete)oderLinien (Flüsse,Stra-
ßen).Die Beschriftungvon Punktmengentritt in vielen Bereichenauf, in der Geogra�ezur
Bennenungvon Städtenoderzur Angabeder Höhevon bestimmtenOrten, in der Analysis
undStatistikzur DurchnummerierungderPunktein einemGraphen,in derPsychologieund
Soziologiezur BeschriftungeinesDiagramms.Die Form derBeschriftungist gegebendurch
den(imaginären)RahmenumdenText alseinachsenparallelesRechteck(derLabel).

Esgibt drei grundlegendeAnforderungenaneineguteBeschriftung.

1. Um eineeindeutigeZuordnungzugewährleisten,ist esnotwendig,denLabelmöglichst
nahandenentsprechendenPunktzuplatzieren.

2. ZumVerständnisdesDargestelltensolltensichkeinezweiLabelüberlappenund

3. einelesbareGrößehaben.

Darüberhinausgibt esweitereAnforderungenan einekartographischeBeschriftungvon ho-
her Qualität [Imh75, Yoe72]. Die grundlegendenAnforderungenkönnenin einenAlgorith-
musumgesetztwerden,derentwederversucht,möglichstvielePunktezubeschriftenoderdie
größteSchriftgrößezu �nden, mit dermanallePunktebeschriftenkann.Im Allgemeinensind
diesebeidenProblemeNP-vollständig[FW91, MS91]. Im Folgendenwird ein Algorithmus
vorgestellt,dermöglichstviele Punktemit Text einergegebenenSchriftgrößezu beschriften
versucht.

Die AnzahldermöglichenRechteckpositionenfür einenLabelist beidenbishervorgeschlage-
nenBeschriftungsalgorithmenfastimmereineendliche,festeZahl.In dergängigstenVariante
sind vier Positionenzugelassen,und zwar die, bei der eineder Labelecken denzu beschrif-
tendenPunktberührt[FW91, WW95, WW97]. Die möglicheAnzahlanPositionenkanneins,
zwei,achtoderjedekonstanteZahl sein[AvKS97]. Abbildung6.1zeigtdiezugelassenenLa-
belpositionenim ein-, zwei- undvier-Positionen-Modell.Bei derBeschriftungmit achtmög-
lichenPositionenberührtderPunktentwedereineLabelecke oderdie Mitte einerLabelseite.
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Abbildung6.1:Dasein-,zwei-undvier-Positionen-Modell.

6.1 Greedy-Algorithmus

In diesemAbschnittwird ein Algorithmusvon vanKreveld, Strijk undWolff [vKSW99] be-
schrieben,dereinePunktmengemit rechteckigenLabelngleicherHöheundbeliebigerBreite
versieht,wasder Beschriftungmit Text oderZahlengegebenerSchriftgrößeentspricht.Der
Algorithmusverfolgt die Strategie, immer dasRechteckunterdenverbleibendenmöglichen
zu wählen,dessenrechteKanteamweitestenlinks liegt. Eswird gezeigt,dassdieseStrategie
mindestenshalb so viele Punktebeschriftetwie in einerin diesemSinneoptimalenLösung.
Dafürwird O(nlogn) Zeit undO(n) Speicherplatzbenötigt.DerAlgorithmusist greedy(eng-
lisch: gierig),weil ein einmalzur LösunghinzugefügtesRechtecknicht mehrbetrachtetwird.
Er ist einezweidimensionaleVerallgemeinerungdesGreedy-Algorithmusfür maximalunab-
hängigeMengen(MUM) auf Intervallschnittgraphen,sieheAbschnitt5.1(Seite39).

Die Strategie desAlgorithmus bestehtdarin, ausder Mengeder Rechtecke der noch nicht
beschriftetenPunktejeweils daslinkesteReckteck herauszusuchen,alsodasjenigeunterden
möglichenRechtecken,dessenrechteKanteam weitestenlinks liegt (gestricheltesRechteck
in Abbildung6.2)undeszurLösunghinzuzufügen.Die Labelsindtopologischabgeschlossen,
damitautomatischjederPunkthöchstenseinLabelbekommt.

Abbildung6.2:Beispielzur IllustrationdeslinkestenRecktecks.

6.2 Approximationsfaktor

Da unsereZielfunktion die AnzahlderbeschriftetenPunkteist, bezeichnenwir im folgenden
eineBeschriftungdergegebenenPunktemengeP alsoptimal, wennsieunterallenBeschrif-
tungenvonP diemeistenPunktebeschriftet.

Lemma 6.1 Die Greedy-Strategie eine Punktmenge mit Labeln festerHöhe und beliebiger
Breitedurch wiederholteAuswahldeslinkestenRechteckszuversehen,�ndet unabhängigvom
verwendetenModell eineBeschriftung, die mindestenshalb sogroß ist wie die optimaleBe-
schriftung.

Beweis. SeiLopt dieMengederLabelin einerfestenoptimalenBeschriftung.In Lleft seiendie
Label,die vom Greedy-Algorithmusausgewählt wurden.Wir führeneinenZuschlagsbeweis,
umzuzeigen,dassj Lleft j � 1

2 j Lopt j.
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Abbildung6.3:LabelausLleft (gepunktet)undausLopt (gestrichelt).

Die MengeLleft ist maximal,d.h.eskannkeinweitererLabelhinzugefügtwerden,ohneeinbe-
reitsvorhandeneszuschneiden.Deshalbist jederLabelin Lopt entwederin Lleft oderschneidet
einesausLleft, dessenrechteKantemindestensgenausoweit links liegt, sieheAbbildung6.3.

JederLabel ausder DifferenzLopt � Lleft zahlt einenZuschlagvon einemDollar an einen
LabelausLleft, dasmindestensso weit links liegt undesschneidet.Und jederLabelausder
SchnittmengeLopt \ Lleft zahlteinenDollar ansichselbst.

InsgesamterhaltenalleLabelausLleft höchstenszweiDollar: Die LabelausLleft in derSchnitt-
mengebekommengenaueinenDollar. JederandereLabel in Lleft bekommt höchstenszwei
Dollar, d.h. wird höchstensvon zwei LabelnausLopt geschnitten.Dennerstenssind je zwei
LabelausLopt disjunktundzweitensmussjedersolcheLabel,derdie rechteKanteeinesLa-
belsl 2 Lleft schneidet,einenderbeidenrechtenEckpunktevon l enthalten.In Abbildung6.4
wird einLabelausLleft vonzweiLabelnausLopt geschnittenunderhältsomitzweiDollar.

����
1 $

HHHY
1 $

Abbildung6.4:LabelausLleft (gepunktet),dasje einenDollar von zwei LabelnausLopt (ge-
strichelt)erhält.

WennaberjederLabelausLopt einenDollar bezahltund jederLabel in LLeft höchstenszwei
Dollar bekommt,danngibt esoffensichtlichhöchstensdoppeltso viele Label in Lopt wie in
Lleft

An keinerStellewird einbestimmtesModell vorausgesetzt,deshalbgilt derApproximierungs-
faktorvon 1

2 für alleModelle.

6.3 Implementierung und Laufzeitanalyse

Die folgendeBeschreibungdesAlgorithmusbeziehtsichauf dasvier-Positionen-Modell,mit
demeineMengevon n Punktenbeschriftetwerdensoll. EsseiL = f l1; : : : ; lmg dieMengeder
bereitsgesetztenLabelmit 0 � m� n. Am Anfangist L = /0. Die Breitebi desLabelsl i ist ge-
geben,dieHöheist 1 (mankanngegebenenfallsdieSkalaanpassen).DerReferenzpunkteines
Labelsist dessenlinke untereEcke, d.h. zu jedemPunktgehörenvier Referenzpunkte.Nur
die vier ReferenzpunkteeinesPunkteswerdenim Algorithmusverwendet,der zu beschrif-
tendePunkt ist im Weiterenunwichtig – ein Punktwird niemalsdoppeltbeschriftet,da die
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Labelsichnicht berührendürfen.SomitbestehtderInput ausallenReferenzpunktenundden
zugehörigenLabelbreiten.

Ist ein Label l i zur LösungsmengeL hinzugefügt,kann innerhalbvon l i und in einemdazu
kongruentenRechteckeineEinheitdarunterkeinReferenzpunktmehrliegen.BeideRechtecke
zusammenbildendaserweiterteRechteck l̃ i , sieheAbbildung6.5.WegenderGreedy-Strategie
kannauchlinks von l̃ i keinReferenzpunktmehrliegen.

Rechteck
Rechteck

9
>=

>;
l̃ i

Abbildung 6.5: DaserweiterteRechteck l̃ i einesLabelsbestehtausdemLabel selbst(grau)
unddessenuntererKopie(weiß).

EinenaiveImplementierungdesGreedy-Algorithmusmit ListenundArrayswürdeO(n3) Zeit
benötigen.Eine höhereEf�zienz erzielt mandurchdie VerwendungeinesHeapsund eines
Prioritäts-Suchbaumsals Datenstrukturen,sieheAbschnitt6.6. Der Heapwird benötigtzur
BestimmungdesnächstenLabels,d.h. deslinkestenRecktecks, denndarin wird die Summe
vonx-KoordinateundLabelbreitejedesReferenzpunktesgespeichert.Die WurzelhältdasMi-
nimumunddamitdie x-KoordinatederrechtenKantedeslinkestenRecktecks. Der Prioritäts-
Suchbaumwird mit denReferenzpunktenallermöglichenLabelpositioneninitialisiert.Er wird
zur AktualisierungdesHeapbenötigt,d.h.um Referenzpunktezu �nden, die ungültiggewor-
densind,weil sieinnerhalboderlinks deserweitertenRechtecks̃l i liegenundentferntwerden
müssen.

SolangenochEinträgeim Heapsind,werdenfolgendeSchrittewiederholt:

a) FügedennächstenLabel, der durchdie Wurzel desHeapsbestimmtwird, zur Lösungs-
mengeL hinzu.

b) LöschedasMinimum im Heap.

c) Anfrage an den Prioritäts-Suchbaum,welcheReferenzpunkteungültig werdenund Lö-
schenderentsprechendenEinträgeim Heapundim Prioritäts-Suchbaum.

Am Schlusswird dieLösungsmengeL mit denvomGreedy-AlgorithmusausgewähltenLabeln
zurückgegeben.

Nun wird untersucht,welcheasymptotischeLaufzeit der Greedy-Algorithmusmit Hilfe der
DatenstrukturenausAbschnitt6.6erreicht.

Satz6.1 GegebenseieineMengevonn Punkten.Der Greedy-Algorithmusbeschriftet minde-
stenshalb so viele Punktewie eineoptimaleBeschriftung. Er benötigtdafür O(nlogn) Zeit
undO(n) Speicherplatz.

Beweis. In Lemma6.1 wurde gezeigt,dasses einenApproximationsfaktor von 1
2 für den

Greedy-Algorithmusgibt. FolgendeÜberlegungenführenzur BestimmungderLaufzeit:Der
Heapwird mit n Punkteninitialisiert, wasO(n) Zeit benötigt.Die Anzahl der Operationen
ist deshalbbegrenztdurchO(n), da außerdemungültig gewordenePunktegelöschtwerden.
JededieserOperationenbrauchthöchstensO(logn) Zeit. Die Struktur desHeapkann also
in O(nlogn) Zeit aufrechterhaltenwerden.DasGleichegilt für denPrioritäts-Suchbaum,er
wird mit n Punkteninitialisiert und eswerdenspäterkeinehinzugefügt.Anfragenbrauchen
O(k+ logn) Zeit unddiegefundenenk Punktewerdengelöschtundtauchenspäternichtmehr
auf.DarausberechnetsichinsgesamteineAktualisierungszeitvonO(nlogn).
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6.4 AndereModelle

Natürlich ist die Festlegungvon vier erlaubtenRechteckpositionennur einevon vielenMög-
lichkeiten.Man kannauchnur einePositionzulassenoderachtodernochmehr. Weiterhin
ist esmöglich,die Anzahl der Rechteckpositionennicht zu beschränken,d.h. die Rechtecke
müssennurmit einerKantedenzubeschriftendenPunktberühren.SolcheModellemit einem
Kontinuumvon erlaubtenLabel-PositionenheißenSchieber-Modelle, sieheAbbildung 6.6.
Aber auchhier gilt der Approximationsfaktor von 1

2 für denGreedy-Algorithmus,dennder
BeweisvonLemma6.1 ist unabhängigvomModell.
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Abbildung 6.6: Vier-Schieber-, zwei-Schieber- und ein-Schieber-Modell (von links nach
rechts)mit Pfeilen,diediemöglichenSchieberichtungenangeben.

Um auchfür SchiebemodelleeineLaufzeitvonO(nlogn) zuerreichen,mussderAlgorithmus
angepasstwerden.EinigeneueBezeichnungenwerdeneingeführt.Die möglichenPositionen
für denReferenzpunkteinesPunktespi werdenbeimallgemeinstenvier-Schieber-Modell dar-
gestelltdurchvier Referenzsegmente, zwei vertikaleundzwei horizontale.Referenzpunktpo-
sitionen,die nicht mehrmöglichsind,werdendurchdie rechteUmhüllendealler erweiterten
Rechtecke l̃ i begrenzt,sieheAbbildung6.7.WegendernununbeschränktenAnzahlmöglicher
Referenzpunktpositionensind mehrDatenstrukturennötig, um daslinkesteRechteck zu �n-
denund dieseStrukturenzu aktualisieren.Die SchrittedesAlgorithmusbleibenim Prinzip
unverändert,siesindnur komplizierter, damehrDatenstrukturenbeteiligtsind.Wiederist die
Laufzeitbei n PunktendurchO(nlogn) begrenzt.Dasliegt daran,dasseinerseitsdie Opera-
tionenauf die DatenstrukturenO(logn) bzw. O(k+ logn) Zeit brauchenundandererseitsdie
AnzahlderOperationendurchO(n) begrenztist.

�

�

�

�

Abbildung6.7:Die rechteUmhüllendedreiererweiterterRechtecke (verstärkteLinie).

6.5 Vergleichvon Modellen

Zwei Modellewerdenin ihreroptimalenLösungunterschiedlichvielePunkteeinerMengevon
Punktenbeschriften,denndurcheinehöhereAnzahlvonzugelassenenRechteckpositionenist
dieWahrscheinlichkeit größer, dasseinPunktbeschriftetwerdenkann.

DasVerhältniszweierModellebeschreibt,wie viel mehrPunktemit demeinenals mit dem
anderenModell beschriftetwerdenkönnen(mit quadratischenLabelnder Größe1 x 1). Zur
BestimmungdesVerhältnisseszweierModelle,nimmtmaneineoptimaleBeschriftunganfür
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dasModell M1 mit dergrößerenAnzahlanzugelassenenRechteckpositionen.Dannüberführt
manM1 in daseingeschränktereModell M2 durchsukzessive Neubeschriftungder in M1 be-
schriftetenPunkte,indemmannachundnachjedenLabel in einePositionbewegt, die in M2
zulässigist. DadurchentstehendeÜberlappungenwerdeneliminiert durchEntfernenderent-
sprechendenLabel ausder Lösungsmenge.Dies machtmansolange,bis alle Label ausM1
behandeltwurden.

Beispiel6.1 Die Überführungdeszwei-Schieber-Modells in dasvier-Positionen-Modellge-
schiehtdurch SchiebendesLabelsnach links oderrechts.Mankannzeigen,dassdasVerhält-
nis zwei ist, d.h. theoretisch könnendoppeltso viele Punktemit demzwei-Schieber-Modell
beschriftet werdenwiemit demvier-Positionen-Modell.

Da dasVerhältnisfür quadratischeLabelgilt, ist esnur ein Hinweisauf die relativen Unter-
schiededer Modelle untereinander. Abbildung 6.9 zeigt die gemessenenWerteeinerImple-
mentationdesAlgorithmusin C++ zurBeschriftungvon1000Städtenin denUSA, sieheAb-
bildung6.8.Die AnzahlderbeschriftetenStädtedurchdasvier-Postionen-Modell(4P)dient
alsReferenzwert.

Abbildung 6.8: Beschriftungvon 1000Städtenin denUSA mit demvier-Positionen-Modell
beieinerSchriftgrößevonzehnPunkt(entnommenaus[vKSW99]).

Schrift- Modell
größein pt 1P 2P 4P 1S 2S 4S

5 87 97 100=̂ 971 101 102 102
6 81 95 100=̂ 952 101 103 103
7 78 94 100=̂ 901 103 106 107
8 76 94 100=̂ 896 102 106 106
9 74 92 100=̂ 817 102 108 110

10 72 91 100=̂ 769 102 110 113
11 72 91 100=̂ 721 101 111 115
12 70 89 100=̂ 709 101 112 114
13 70 89 100=̂ 638 101 112 115
14 69 89 100=̂ 624 102 111 114
15 69 89 100=̂ 550 101 114 117

Abbildung6.9:Beschriftungvon 1000Städtenin denUSA in %, absoluteAnzahlangegeben
beim4P-Modell(entnommenaus[vKSW99]).
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6.6 VerwendeteDatenstruktur en

In diesemKapitel werdendie beidenDatenstrukturenPrioritätssuchbaumund Heapvorge-
stellt,diebeiderImplementationdesGreedy-Algorithmusfür dasvier-Positionen-Modellver-
wendetwerden.Diesewerdenbenötigt,umeineLaufzeitvonO(nlogn) zuerreichen.

In einemPrioritäts-Suchbaum[McC85] werdendieKoordinatenvonPunktengespeichert.Die
Struktur desPrioritäts-Suchbaumserlaubteine Anfrage mit den Koordinateneiner vertika-
len Strecke f xmaxg� [ymin;ymax], die alle Punkteliefert, die links davon liegen,sieheAbbil-
dung6.10.DerBaumbenötigtbein PunktenO(n) Platz,eineAnfrageO(k+ logn) Zeit,wobei
k dieAnzahldergefundenenPunkteist.
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Abbildung 6.10: Eine Anfrage mit x-Koordinatexmax
undy-Intervall [ymin;ymax] andenPrioritäts-Suchbaum
liefert alle ausgefülltenPunkte,also Punkte(x;y) mit
x � xmax undymin � y � ymax.

Abbildung 6.11: Ein nicht ganz
gefüllter binärer Suchbaummit
13 Knoten und vier Ebenen
(log213< 4).

EinHeapisteinArray, deralsvollständigerbinärerSuchbaumaufgefasstwerdenkann[CLR96].
Der Suchbaumheißtbinär, da jederKnotenhöchstenszwei Kinder hat,soferner Kinder hat,
sieheAbbildung6.11.Er wird von links nachrechtsundvon obennachuntenaufgefüllt.Da
alle Ebenen– bis auf die letzte möglicherweise– vollständiggefüllt sind, heißt der Baum
vollständig.Die ArraydarstellungentsprichtderdesBaumesinsofernalsdieReihenfolgebei-
behaltenwird, d.h. der i-te Knoten im Baumhat denIndex i im Array, die Wurzel z.B. hat
denIndex 1. Mit demIndex i einesKnotenkannmanauchdenVorgängerunddie Nachfol-
ger bestimmen.Der vorhergehendeKnotenhat denIndex i

2, der linke nachfolgendeKnoten
2i und der rechtenachfolgendeKnoten2i + 1. DasreduziertdenSpeicherplatz,da manfür
die SuchekeinezusätzlichenZeigerauf denElter und/oderdie Kinder braucht.Der Speicher-
platz ist begrenztdurchO(n) bei n Knoten.Der Zeitaufwandfür die Basis-Operationenzum
ErhaltderStrukturwie EinfügenundLöschenvon Knoten,EntfernendesMinimumsander
Wurzel (extract-min),sinddurchdie HöhedesBaumesbegrenzt,alsodurchO(logn). Somit
brauchtderSortieralgorithmusHeapsort, derauseinembeliebigenArray einenHeaperstellt,
insgesamtO(nlogn) Zeit.
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Kapitel 7

Die Beschriftung von Punkten mit
verschiedengroßenKr eisen

KristinaHanig

Stellenwir unsvor, wir sollenauf einerLandkarte(z.B. derDeutschlandkarte)die Städte,die
durchPunktegekennzeichnetsind,mit ihrenNamenbeschriften.In einigenGebietenDeutsch-
landsliegensehrviele Städtenebeneinander. Wie beschriftetmandiese,so dasssich keine
Namenüberschneiden?

Ein ähnlichesProblemist die Beschriftungvon Wetterkarten.EinzelneRegionendesLan-
deserhaltenSymbolefür Sonne,Regen,Wolken,usw.. DieseSymbolekönnendurchKreise
dargestelltwerden.Undauchdiesemüssenwiedersoangeordnetsein,dasssiesichnichtüber-
schneiden.

Wir formulierennundasProblemWetterkartenbeschriftung wie folgt. SeieineMengeM von
n Punktenp1; : : : ; pn mit Labelgrößend1; : : : ;dn gegeben.Gesuchtist eineBeschriftungvon
möglichstvielen Punktenmit disjunktenKreisender gegebenenGrößein jeweils einerder
folgendenPositionen:

2
3

4
1

Abbildung7.1:4-Positionen-Modellfür dieBeschriftungvonPunktenmit Kreisen.

Als Lösungmöchtemanein n-Tupel (b1; : : : ;bn) überder Mengef 0;1;2;3;4g erhalten,bei
demmöglichstviele derbi verschiedenvon 0 sind,wobeibi = 0 bedeutet,dassderPunkt pi
nicht beschriftetwird. Wir betrachtendie Kreiseals topologischabgeschlossen,damitsich je
zweidervier BeschriftungskandidateneinesPunktesschneiden.

DasWetterkartenbeschriftungsproblemführt unsauf dasallgemeinereProblemder maximal
unabhängigenMengeauf Kreisgraphen,bei demwir nundie zu beschriftendenPunktenicht
mehrbetrachtenmüssen.
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7.1 MathematischeProblemde�nition

Gegebensei eineMengevon KreisenD = f D1; : : : ;Dng in der Ebenemit Durchmesserndi
undMittelpunktenci = (xi ;yi). Gesuchtist einemaximalunabhängigeMenge(MUM) D0=
MUM(D) von D, d.h.D0 � D mit Di \ D j = /0 für alle Di 6= D j 2 D0 und jD0j ist maximal.
Zwei KreiseDi undD j schneidensich,wennfür deneuklidischenAbstandihrerMittelpunkte

gilt dist(ci ;c j ) � di+ d j
2 . DieseSchnittinformationwird im Kreis-Graphengespeichert,denwir

nunde�nieren.Zur IllustrationsieheAbbildung7.2.

De�nition 7.1(Kr eis-Graph) Ein Kreis-Graph ist der Schnittgraph einer Menge von ver-
schiedengroßenKreisenin der Ebene, d.h. jederKnotenentspricht einemKreis,undesexi-
stiert eineKantezwischenzweiKnoten,wennsich diezweizugehörigenKreiseschneiden.

Abbildung7.2:EineMengevonKreisenundderzugehörigeKreis-Graph.

MUM ist ein NP-schweresOptimierungsproblem,sogar falls alle Kreise gleich groß sind.
Man kannalsonicht erwarten,daßein ef�zienter Algorithmusexistiert.Der bisherbesteAp-
proximationsalgorithmusfür MUM aufSchnittgraphenvonKreisenbeliebigenDurchmessers
erreichteeinenApproximationsfaktorvon fünf [MBH + 95]. Diesist schonein erstaunlichgu-
tesResultat,dennfür MUM aufallgemeinenGraphen(gegebenG(V;E), �nde V0� V mit jV0j
maximalund(v;w) 62E für alle v;w 2 V0) hatderbestebekannteAlgorithmusnur einenAp-
proximationsfaktorvon O(n1� e) (siehe[EJS01]). Wir stellenhier ein Approximationsschema
vor, mit demmantheoretischbeliebignahandieoptimaleLösungherankommt.

De�nition 7.2(PTAS für MUM auf Kr eis-Graphen) EineSchar vonAlgorithmenAe heißt
Polynomialzeit-Approximationsschema(PTAS)für MUM, falls für jedese> 0 derAlgorithmus
Ae in jederMengeD vonn Kreisenin PolynomialzeiteineunabhängigeMengemit mindestens

1
1+ e jMUM(D)j Kreisen�ndet.

Ein solchesSchemamit polynomialenAufwandhabenErlebach,JansenundSeidelin [EJS01]
präsentiert.

7.2 Ein PTAS für MUM auf Kr eis-Graphen

Der Algorithmusarbeitetmit dynamischerProgrammierung,d.h. dasProblemwird in Teil-
problemedesselbenTypszerlegt, die aberkleinerunddeshalbleichterzu lösensind.Aus den
ErgebnissenderTeilproblemewird danndie LösungdesGesamtproblemszusammengesetzt.
Hierfür werdendie KreisenachunterschiedlichenGrößenordnungensortiertund die Ebene
nachdengleichenGrößenordnungenin Quadratezerlegt, wobei jedesgrößereQuadratklei-
nereenthält.Es werdennur nochdie Kreisebetrachtet,die die Quadrateder gleichenGrö-
ßenordnungnicht schneiden.Für jedeunabhängigeMengegroßerKreisewird einemaximale
unabhängigeMengekleinererKreisebestimmt,diediegroßenKreisenicht schneiden.

Konkretgehtdasfolgendermaßen:Sei k > 1 fest.Die Kreisewerdenso skaliert,dassd = 1
der größteKreis und dmin der DurchmesserdeskleinstenKreisesist. Die Mengeder Kreise

wird in (l + 1) verschiedeneLevelsunterteilt,wobeil =
j
logk+ 1

1
dmin

k
.
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. # &
Level 0 Level 1 Level 2

Abbildung7.3:EinteilungderKreisein Levels(entnommenaus[EJS01]).

Der Level j enthältalle Di mit Durchmesser(k+ 1) � j � di > (k+ 1) � ( j+ 1) , wobei Di 2 D
und0 � j � l , sieheAbbildung7.3.Für jedenLevel j mit 0 � j � l wird einNetzin derEbe-
ne erstellt,welchesdie Geradenenthält,die (k+ 1) � j voneinanderentferntsind (vergleiche
Abbildung 7.4). Die v-te vertikaleGeradeist bei x = v(k+ 1) � j und vom Index v; die h-te
horizontaleGeradeist bei y = h(k+ 1) � j undvomIndex h.

De�nition 7.3 Seienr � 0 unds< k. Die r-tenvertikalenGeradenmit r � v modk unddie
s-tenhorizontalenGeradenmit s � h modk heißenaktiv für (r;s).

Abbildung 7.4: Beispiel für die Unterteilungder Ebenemit k = 5. Die großenKreise sind
vom Level j, die kleinenvom Level j + 1. Aktive Geradensind fett gezeichnet,Kreise,die
dieseGeradenschneiden,sind gestricheltgezeichnet.Ein Kreis vom Level j schneidetnur
eineaktiveGerade,wennseinMittelpunkt im graumarkiertenBereichliegt. (Entnommenaus
[EJS01].)

SeiD (r;s) dieMengeallerKreise,diedurchdasLöschenderKreiseentsteht,dieeinefür (r;s)
aktive GeradevomgleichenLevel schneiden.
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Der Algorithmusbetrachtetalle k2 möglichenWertefür r unds, sodass0 � r;s< k. Für jede
Möglichkeit wird einemaximaleunabhängigeMengein D (r;s) berechnet.

Wir betrachtenjetzt dasProblemauf demLevel j und�xieren (r;s). Ein Quadrat,dasvon je-
weils zwei aufeinanderfolgendenaktivenGeradenberandetwird, nenntman j-Quadrat. Auf-
grundunsererDe�nition vonaktivenGeradengilt:

Lemma 7.1 Für 0 � j < l ist jedes( j + 1)-Quadrat völlig in einemj-Quadrat enthalten.

Lemma 7.2 Ein einfachesPackungsargumentliefert, dassdie Anzahlder disjunktenKreise
vomLevelhöchstensj, dieein j-Quadrat schneiden,durch eineKonstanteC beschränktist.

Wir betrachtennur relevante j-Quadrate, d.h.jeneQuadrate,für dieD (r;s) mindestenseinen
Kreis vom Level j auseinem j-QuadratS enthält.Ein j0-QuadratS0 wird Kind von S ge-
nannt,wennS0 � S, j0 > j und eskein relevantes j00-QuadratS00gibt, so dassS0 � S00� S
und j0> j00> j. WährendderAlgorithmusein relevantesj-QuadratS verarbeitet,wird eine
TabelleTS berechnet.In der TabellestehenPaarevon Mengen.Die ersteMengeM1 enthält
disjunkteKreisevomLevel höchstensj, währenddiezweiteMengeM2 = TS(M1) diedazuge-
hörigemaximaleunabhängigeMengedisjunkterKreisein Svom Level mindestensj ist. Für
jedeMengeM disjunkterKreisevomLevel höchstensj wird alsodiegrößteMengeM0zurEr-
weiterungvonM durchHinzunahmevonKreisengrößerenLevelsin Sberechnet.Dieserfolgt
durchNachschauenin denTabellenTS0 nachdenzugehörigengespeichertenMengen,wobei
alle Kinder S0 von Sdurchlaufenwerden.Wurdedie Tabellefür alle relevantenQuadratebe-
rechnet,bildet mandie Vereinigungaller MengenTS( /0), dasist geradedie zweiteMenge,die
zur leerenMengegehört,für alle relevantenQuadrateS, diekeinenVaterhaben.DasErgebnis
ist diemaximaleunabhängigeMengein D (r;s), die in polynomialerZeit berechnetwird.

Lemma 7.3 Für ein festesk > 0 ist dieLaufzeitdiesesAlgorithmuspolynomial.

Beweis. Bei gegebenenn Kreisenexistierenhöchstensn relevanteQuadrate,die in polyno-
mialer Zeit berechenbarsind. Für jedesdieserrelevantenQuadratewerdenO(nC) Mengen
berechnet(sieheLemma7.2) und für jede dieserMengenO(n)-mal auf die Kinder von S
zugegriffen. Da der Algorithmusfür k2 möglicheWertevon r und s läuft, erhältmaneinen
AufwandvonO(k2nC+ 1).

Zusammenfassendgilt:

Satz7.1 EsexistierteinPTASfür dasMUM-Problemin Kreis-GraphenbeigegebenerKreis-
darstellung.

7.3 Ausblick

EswurdeeinPTAS für dasMUM-Problemin SchnittgraphenvonverschiedengroßenKreisen
dargestellt,dasfür jedenatürlicheZahl k einenApproximationsfaktor von (1+ 1

k2 ) hat und
damitdiebisherbestehendenResultatedeutlichverbessert.DabeiwurdenkeinespeziellenEi-
genschaftender Kreiseausgenutzt.Demzufolgeist dasPTAS auchauf anderegeometrische
Objekte,wie z.B.QuadrateoderregulärePolygoneanwendbar. FürRechteckeist esauchnutz-
bar, wennsichdasVerhältniszwischenBreiteundLängenicht mehralsum einenkonstanten
Faktorändert.DasProblemMUM kannverallgemeinertwerden,indemmaneineGewichtung
der Kreise einführt. Das in [EJS01] beschriebenePTAS löst die gewichteteVersiondieses
Problems.Um die Darstellungzu vereinfachen,habenwir hier nur die ungewichteteVersion

54



vorgestellt.Der einzigeUnterschiedim Algorithmusbestehtdarin,dassbei der Berechnung
der Tabelleneinträgebeim dynamischenProgrammierendasGewicht der Kreise statt derer
AnzahlalsZielfunktionverwendetwird. Die grundlegendenIdeensindansonstendiegleichen
wie diehier vorgestellten.

UnterbestimmtenBedingungenkannmanauchPTAS für MUM aufSchnittgraphenvon geo-
metrischenObjektenim d-dimensionalenRaumerhalten.

Es ist nochnicht sicher, ob eineErweiterungauf Schnittgraphenvon Rechtecken mit belie-
bigemVerhältnisvon Längeund Breite möglich ist. Es existiert bishernur ein Approxima-
tionsalgorithmusmit einemApproximationsfaktor von O(logn) [AvKS98]. Ein Algorithmus
mit konstantemApproximationsfaktor (alsounabhängigvon n) odergar ein PTAS für diese
Fragestellungist einschwierigesoffenesProblem.
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Kapitel 8

Punktbeschriftung mit
gleichförmigenQuadrattripeln

PaulRosenthalundSteffenRudnick

Die Beschriftungvon Punktenauf Karten,geometrischenZeichnungenodergra�schenAus-
wertungenverschiedenerSachverhalteist sehrzeitaufwendig.Vor allem,wennessichdabei
um die Beschriftungvon vielen Punktenhandelt,ist dies ohneAlgorithmen,die dannvon
Computernabgearbeitetwerdenkönnen,kaumrealisierbar.

Dabeiverfolgt manzwei verschiedeneZiele, zumeinendie MaximierungderAnzahlderbe-
schriftetenPunktebei vorgegebenerBeschriftungsgrößeund zum anderendie Maximierung
derBeschriftungsgrößeunterderVorgabe,dassalle Punktebeschriftetwerdensollen.In die-
semKapitelbeschäftigenwir unsnurmit derGrößenmaximierung.Zu dieserZielfunktiongibt
esschonAlgorithmen,die Punktemit einem[FW91] oderzwei [QWXZ00] Quadratensowie
mit einem[DMM02] oderzweiKreisen[WTX02] beschriften.

Die Beschriftungvon Wetterkartenmit Temperatur, WettersymbolundStadtnameoderähnli-
cherKartenkanndadurchmodelliertwerden,dassjederPunktmit dreiachsenparallelenQua-
dratenbeschriftetwird. DiesesProblemwird durcheinenAlgorithmusvonDuncan,Quianund
Zhu [DQZ01] gelöst,denwir im folgendenvorstellenmöchten.Er berechnetzu n gegebenen
Punktenin derEbenediegrößtmöglicheBeschriftungsgröße(KantenlängederQuadrate)smax,
derart,dasssichkeinezweiQuadrateschneidenundjedesQuadratdenPunkt,denesbeschrif-
tensoll, mit einerseinervier Eckenberührt.Weiterhin�ndet eraucheinesolcheBeschriftung
dern Punktemit 3n QuadratenderKantenlängesmax. Die Zeitkomplexität diesesAlgorithmus'
beträgtO(nlogn).

Wir betrachtendie folgendenbeidenTeilprobleme:

Entscheidungsproblem: Man muß von einergegebenenBeschriftungsgrößes entscheiden
können,obeineBeschriftungmit QuadratenderKantenlängesmöglichist.

Suchenachder größtmöglichenBeschriftungsgröße: Man benötigteine möglichstkurze
undef�zient berechenbareListe von möglichenBeschriftungsgrößen,die auchdie ma-
ximaleBeschriftungsgrößesmax enthält.NachdemSortierendieserListekannmandann
mittelsbinärerSucheundjeweiligemLösendesEntscheidungsproblemsfür die einzel-
nenElementesmax �nden.
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8.1 Entscheidungsproblem

Esgilt nunfestzustellen,obdasEntscheidungsproblemfür einegegebeneBeschriftungsgröße
s lösbarist. Dasheißtalle Eingabepunktemüssenmit je drei Quadratender Kantenlänges
überschneidungsfreibeschriftetwerdenkönnen.

De�nition 8.1(Multigraph Gs(P;Es)) Seienan jedenPunkt p 2 P alle vier möglichenLa-
bel mit Kantenlänge s gesetzt.Dannentspricht jedemPunktp ein KnotendesGraphen.Eine
Kante (p;q) mit p;q 2 P existiert gdw. sich genauein Label von p mit einemvon q über-
schneidet,sieheTyp 1 in Abbildung8.1.ZweiKanten(p;q) existierengdw. zweiLabelvon p
Überschneidungenmit Labelnvonq haben,sieheTyp2 in Abbildung8.1.

q

p

Typ 1

p

q

Typ 2

q

p

Typ 3

Abbildung8.1:Überschneidungstypen

Um dasEntscheidungsproblemfür eineBeschriftungsgrößes zu lösen,wird der Multigraph
Gs(P;Es) berechnet.Sobaldsichalle vier Labelvon mindestenszwei Punktenüberschneiden,
ist keineBeschriftungmit s möglich,sieheTyp 3 in Abbildung8.1,undderAufbaudesGra-
phenkannabgebrochenwerden.

Wir wollennundieLösbarkeit desEntscheidungsproblemsbeiderPunktbeschriftunggraphen-
theoretischcharakterisieren,um es dannmit gängigenGraphenalgorithmenzu lösen.Dazu
benötigenwir denfolgendenGrundbegriff ausderGraphentheorie.

De�nition 8.2(Kr eis) Ein KreisK in einemGraphenist eineFolgevonKnotenp1; p2; : : : ; pk
mit p1 = pk, die für i = 1; : : : ;k � 1 durch Kanten(pi ; pi+ 1) verbundensind.

SeiendiePunktep1; : : : ; pk einesKreisesim GraphenGs(P;Es) mit je dreiQuadratenbeschrif-
tet undsomit je Punktdrei Labelgesetzt.Wir charakterisierennuneinespezielleForm solch
einerBeschriftung,umim anschließendenLemmaallgemeineAussagenüberdieBeschriftung
einesKreiseszu treffen.

De�nition 8.3 Bildendie Punktep1; : : : ; pk einenKreis im GraphenGs(P;Es), soheißendie
LabeldieserPunktezyklischangeordnetgenaudann,wennfür alle Punktepi gilt, pi hatgenau
diedrei Labelgesetzt,diekeineÜberschneidungmit dengesetztenLabelnvonpt haben,wobei
t = i + 1 modk.

Lemma 8.1 UmdiePunktepi desKreisesK beschriftenzukönnen,müssendieLabelaller pi
zyklisch angeordnetwerden.Solch eineAnordnungexistiert immer.

Beweis. AngenommendieLabelwerdennichtzyklischangeordnet.Dannexistiertein pi 2 K
mit derEigenschaft
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� pi� 1 setzteinenLabel,dereinenvon pi schneidet,und

� pi+ 1 setzteinenLabel,dereinenvon pi schneidet.

Darausfolgt, einerderdrei gesetztenLabelvon pi schneideteinengesetztenLabelvon pi� 1
oderpi+ 1. Somitist dieBeschriftungnichtgültig.

Damitwir auchallgemeineAussagenüberdie Beschriftungvon Punktenaußerhalbvon Krei-
senmachenkönnen,charakterisierenwir diesenun.

K

pk

p2

p1

l1

Abbildung8.2:DerLabell1 ist K zugewandt

De�nition 8.4 Ein Labell1 von p1 heißteinemKreisK zugewandt, gdw.

� p1 =2 K0 für alle KreiseK0

� esgibt einenPfad(p1; : : : ; pk) mit pk 2 K und(pi ; pi+ 1) 2 Es für i = 1; : : : ;k � 1

� l1 schneideteinenmöglichenLabelvon p2.

In Abbildung 8.3 siehtmaneineBeschriftungeinerPunktmengemit eingezeichnetemGra-
phen.Man erkenntauch,dasssichhöchstensein Kreis in jederZusammenhangskomponente
be�ndet.

Abbildung8.3:BeispieleinermöglichenBeschriftung

Lemma 8.2 Alle PunkteeinerZusammenhangskomponente, welchenicht in einemKreis lie-
gen,müssendie drei Label setzen,die nicht demKreis zugewandtsind,um einegültige Be-
schriftungzuerhalten.
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Beweis. AngenommenaneinemPunktp1 =2 K wird derdemKreiszugewandteLabelgesetzt.
Die weiterenPunktepi müssendannauchimmer dendemKreis zugewandteLabel setzen.
Somitsetztauchpk� 1 einenLabellk� 1, dereinenLabellk von pk 2 K schneidet.lk kannkein
Labelsein,daswegenderzyklischenAnordnungin K sowiesoschonweggelassenwurde,da
sonstpk� 1 ein PunktdesKreisesseinmüsste.Somitkannpk denLabelzu pk� 1 nicht setzen
undläßteinzweiteszyklischweg. Also erhältmankeinegültigeBeschriftung.

K1 K2p j

Abbildung8.4:Beispiel,in demeineBeschriftungmit dergegebenenKantenlängenichtmög-
lich ist.

BeimBetrachtenderAbbildung8.4erkenntmansofort,dasskeineBeschriftungmit deraktu-
ellenBeschriftungsgrößemöglichist. Im GraphensindinnerhalbeinerZusammenhangskom-
ponentezweiZyklen.Diesführt zuLemma8.3.

Lemma 8.3 EineBeschriftung vonn Punktenmit einerBeschriftungsgrößes ist genaudann
möglich, wennjedeZusammenhangskomponentedesGraphenGs höchstenseinenKreisent-
hält.

Beweis. Wir betrachtenzweiFälle.

(i) Gs hateineZusammenhangskomponentemit mindestenszweiKreisenK1;K2.

a. Falls K1 \ K2 = /0, so existiert ein Pfad (p1; : : : ; pk) mit p1 2 K1, pk 2 K2 und
(pi ; pi+ 1) 2 Es. NachLemma8.2mußein p j mit j 2 f 2; : : : ;k � 1g die Labelset-
zen,welchenicht K1 undauchnicht K2 zugewandtsind.Somitkann p j nur zwei
LabelsetzenundeinegültigeBeschriftungist nichtmöglich,sieheAbbildung8.4.

b. Falls K1 \ K2 6= /0 sosei p 2 K1 nK2. Dannhat p zwei, demKreis K2 zugewandte
LabelundmüßtenachLemma8.2diesebeidenweglassen.Damit ist keinegültige
Beschriftungmöglich.

(ii) In jederZusammenhangskomponentevonGs be�ndet sichhöchstenseinKreis.

a. Wennin einerZusammenhangskomponentegenaueinKreisK existiert,sowerden
dieLabelderPunkte,wie in Lemma8.1undLemma8.2beschrieben,gesetzt.

b. In einerZusammenhangskomponenteohneKreiswählemansicheinenbeliebigen
Punktp undsetzeanallenanderenPunktenderZusammenhangskomponentedie-
jenigenLabel,welchenicht p zugewandtsind.An p läßtmanein beliebiges(z.B.
grundsätzlichdasrechtsunten)weg.
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ZumFindendieserKreisedurchsuchtmanjedeZusammenhangskomponentedesGraphenvon
einembeliebigenStartpunktperTiefen-oderBreitensuche.WennmananeinenPunktgelangt,
denmanschonbesuchthat, so hat maneinenKreis gefunden.Man streichtdie Kante,auf
dermanzu demPunktgekommenist, unddurchläuftdie gesamteKomponentenocheinmal.
FindetmaneinenweiterenKreis,soist dieBeschriftungmit derGrößes nichtmöglich.

Die AnzahlderKantendesGraphenGs ist linearin n unddasFeststellenderAnzahlderKreise
linearin derAnzahlderKanten.Esfolgt also

Korollar 8.1 Bei gegebenemGs kanndasEntscheidungsproblemfür einegegebeneBeschrif-
tungsgrößes in O(n) Zeit gelöstwerden.

8.2 Mögliche Beschriftungsgrößen

Da gezeigtwurde,dassdasEntscheidungsproblemlösbarist, benötigtmannun eineListe L
vonmöglichenBeschriftungsgrößens.

Offensichtlichgilt: Bei maximalerBeschriftungsgrößesmax müssensich die Label von min-
destenszwei Punktenberühren.Dennwenndiesnicht der Fall wäre,könntemansmax noch
größerwählen.

p

qd¥
q

p q p

1
2d¥ dmin

Abbildung8.5:Kandidatenfür diemaximaleKantenlängebeiderBeschriftungvon p undq

Sei d¥ (p;q) = maxfj xp � xqj; jyp � yqjg der Abstandder Punktep, q in der Maximumsme-
trik und sei dmin(p;q) = minfj xp � xqj; jyp � yqjg. Abbildung 8.5 zeigt alle möglichenFälle
maximalgroßerBeschriftungzweierPunktep;q 2 P. Diesführt unszu folgendemLemma.

Lemma 8.4 Esgibt p;q 2 P, sodasssmax 2 f d¥ (p;q); 1
2d¥ (p;q);dmin(p;q)g.

Für die n gegebenenPunktewärendies O(n2) möglicheBeschriftungsgrößen.Wie man in
Abbildung8.6(a)sieht,gibt esfür jedenPunktp eineUmgebungB, in deralle Punkteliegen
müssen,welchemit ihren Labelnnochdie von p berühren.Da die Label der Punktein B in
einemQuadratC derKantenlänge6s liegenmüssenundsichim Fall s � smax nicht schneiden
dürfen,ist klar, dassC nur 12 Punkteenthaltenkann.Aber wir könnendieseKonstantemit
eineranderenArgumentationnochweitersenken.

Lemma 8.5 Als möglicheBeschriftungsgrößenkommenje Punktnur die Abstände(im Sinne
vonLemma8.4)zuseinenvier nächstenNachbarn,gemessenin derd¥ -Metrik, in Frage.

Beweis. Für p gibt esvier kritischePunkte,nämlichdie EckendesQuadratesA mit Kanten-
länge2s undMittelpunkt p. EinerseitsmussjederPunktq, dessenLabeldie von p schneiden,
einenLabel haben,daseinendieserkritischenPunkteenthält.Andererseitsdarf jederdieser
Punktebei einer gültigen Beschriftunghöchstensin einemmöglichenLabel einesanderen
Punktespi liegen,sieheAbbildung8.6(b),daderGraphGs sonstandieserStellemindestens
zwei Kreiseenthaltenwürde.Damit könnensich die Label von p nur mit denLabelndieser
vier Punktepi berühren,weshalbnur die Abständezu diesennächstenPunktenalsBeschrif-
tungsgrößenin Fragekommen.
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pp

(a) (b)

A

s

6s

4s

BC

Abbildung8.6:Umgebungenvon p mit s � smax

Lemma 8.6 Die Länge der Liste der möglichenBeschriftungsgrößenL ist linear. Wennfür
jedenp2 P seinevier nächstenNachbarnbekanntsind,soist L auch in linearer Zeiterstellbar.

8.3 Algorithmus

Als ersteswird für jedenPunktmit einemSweepline-AlgorithmuseineListeseinervier näch-
stenNachbarnerstellt.Dies benötigtO(nlogn) Zeit. Darauswird die Liste L der möglichen
Beschriftungsgrößenin O(n) Zeit erstelltunddannin O(nlogn) Zeit sortiert.

Nun beginnt die binäreSuche.Solangein L nochmehrals ein Elementsteht,wird mit dem
mittlerenElementdasEntscheidungsproblemgelöst.Wennmit der GrößeeineBeschriftung
möglichist,werdenallekleinerenListenelementegestrichen.Ansonstenwird dasaktuelleund
alle größerenElementeausderListe entfernt.DasListenelement,welcheszumSchlussnoch
in L steht,ist diegesuchtegrößtmöglicheBeschriftungsgrößesmax.

Mit smax wird Gsmax erstellt.Dannwerdendie Label entsprechendder Lemmata8.1 und 8.2
gesetzt.

Satz8.1 Die BerechnungeinerBeschriftung vonn Punktenmit je drei Quadratenmaximaler
Kantenlänge benötigtO(nlogn) Zeit undO(n) Speicherplatz.

Beweis. DiebinäreSuchein L benötigtO(logjLj) SchritteunddamitnachLemma8.6O(logn)
Schritte.NachKorollar8.1benötigtdieLösungdesEntscheidungsproblemsfür eineBeschrif-
tungsgrößes O(n) Zeit. Da dasEntscheidungsproblemO(logn)-mal gelöstwerdenmuß,be-
nötigt die gesamteBerechnungvon smax unddie BeschriftungderPunkteO(nlogn) Zeit. Da
L lineareLängeundGs einelineareAnzahlvon PunktenundKantenhat,benötigtderAlgo-
rithmusO(n) Speicherplatz.

8.4 Ausblick

Zur weiterenMaximierungderBeschriftungsgrößekannmanauchannehmen,dasseinerder
drei gesetztenLabeldenPunkt,denesbeschriftet,nur mit einerKanteberührenmuß.Es ist
alsomöglich,je einenLabelproPunkthin undherzuschieben.
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WennmandiesesProblemmit demgleichenAnsatzlösenwürde,benötigtemaneinebedeu-
tendlängereListevonmöglichenBeschriftungsgrößen,danichtnurdieAbständezudennäch-
stenvier Punktenbetrachtetwerdenmüssten.AufgrundderVerschiebungdereinzelnenLabel
könnensichauchPunkte,die weit entferntliegen,auf die Beschriftungsgrößeauswirken.Die
möglichenBeschriftungsgrößensind

1
i
d¥ (p;q);

1
2i

d¥ (p;q);
1
i
dmin(p;q); 8p;q 2 P; i = f 1; : : : ;ng ;

dasheißtjLj 2 O(n3). Die BeschreibungeinesAlgorithmusfür diesesProblembe�ndet sich
ebenfalls in [DQZ01].
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Kapitel 9

Newand OpenProblemsin
AutomatedLabel Placement

AlexanderWolff

Annotatingmaps,graphs,anddiagramswith piecesof text is animportantstepin information
visualizationthat is usually referredto as label placement.The demandfor the automation
of labelplacementhasincreasedwith theamountof informationto bevisualized.TheACM
ComputationalGeometryImpactTaskForcereport[Cc99] denoteslabelplacementasanim-
portantresearcharea.Manuallylabelingamap,for example,is a tedioustaskthatis estimated
to take50%of totalmapproductiontime [Mor80].

Like in computationalgeometryin general,many label-placementproblemsstart with the
sentence“givenn pointsin theplane...”. The�rst label-placementproblemthatwasconsidered
by theoreticiansis the following. Given thesen pointsin theplane,is it possibleto attachto
eachof themanaxis-parallelunit square,its label, suchthateachpoint coincideswith oneof
the four cornersof its label?Justten yearsagoFormannandWagnershowed that it is NP-
hardto decidethis question[FW91]. Sothey consideredthefollowing maximizationproblem
instead:what is the largestnumber` suchthat all of the given points can be labeledwith
squaresof edgelength`? They gave an algorithmthat always�nds a labelingwith squares
of at leasthalf the maximumlabel size.They alsoshowed that onecannotexpectto �nd an
ef�cient algorithmwith anapproximationfactorgreaterthan 1

2.

Sincethen therehasbeena steady�o w of publicationsin automatedlabel-placement,see
Figure 9.1. In this write-up I am going to list someof the problemsthat have not or only
partially beensolvedyet. I would beglad if any item from this list catchesyour attention!If
you needfurther information,do not hesitateto askme,or simply checkthe Map-Labeling
Bibliography [WS96]. Fromthereyoucandownloadmany papers.

9.1 Approximation factors to impr ove

So far approximationalgorithmshave only beengiven for labelingpoints.This may be due
to the fact that for polylinesandpolygonsthe target function is not asobviousasfor points,
whereyou usually want to maximizethe size of labels,the numberor the weight sum of
pointsthat canbe labeledwithout intersection.Sizemaximization,thoughnot asrelevantas
theothertwo targetfunctions,usuallygivesriseto verynicegeometricalgorithmsandproofs,
seee.g.[SK02, WTX02]. Numbermaximizationis relatedto the maximumindependentset
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Abbildung9.1:Numberof publicationsaboutautomatedlabelplacementover time.

problem(seeChapters5 and7 aswell as[AvKS98]). Similarly, weightmaximizationis related
to themaximumweight independentsetproblem(seeChapter5) andto schedulingproblems
[PSSW01]. While geometrystill playsa role in numbermaximization,weightmaximization
is rathercombinatorialin nature.

Sizemaximization of sliding squarelabels. Considertheproblemof FormannandWagner,
wherethe restictionon the label position is relaxed in that now a label can touch its point
anywhereonthelabelboundary. Theseareso-calledslidinglabelsasopposedto �xed-position
labels. Thedecisionproblem,i.e.canasetof pointsbelabeledwith slidingunit squares,is NP-
hard[vKSW99]. While therearepapersonmaximizingthenumber[vKSW99] or weightsum
[PSSW01] of thepointsthatreceive a (sliding) label,sofar theonly approximationalgorithm
for maximizingthesizeof axis-parallelsquarelabelsis actuallythealgorithmof Formannand
Wagner. It is basedon the simpleobservation [ZQ02] that eachoptimal solutionfor sliding
squarescanbemappedto a labelingwherelabelsarehalf thesizeandtouchtheir point with
a corner. Thus Formannand Wagner's algorithmhasan approximationfactorof 1

4 for this
problem.By generalizingthealgorithmof FormannandWagnerto eight labelpositions,one
getsa bettermappingandthusa factor- 1

3 approximationalgorithmwith thesametime bound,
i.e. O(nlogn). Very recentlya factor- 1

2 approximationalgorithmfor the problemhasin fact
beensuggested[QZ02], but its runningtimeof O(n2 logn) seemsto besuboptimal.

Variantsof the problem,wherelabelscanadditionallyhave arbitraryorientation,have also
beenstudied[DMM + 97, ZQ02].

Sizemaximization of circular labels. For maximizingthesizeof circularpoint labelsthe
currentlybestalgorithmhasanapproximationfactorof 1

3:6 [DMM02]. However, thealgorithm
is pseudo-polynomialand the proof of its correctnessis rathercomplicated,while the NP-
hardnessproof in [SW01] suggeststhat thereis room for improvement.I conjecturethat a
factoranywherebetween1

3 and 1
2 shouldbepossible.

Number maximization given points on a line. Recentlytheproblemof labelingpointson
a given line (horizontalor sloping)hasbeenconsidered[GIM + 01]. In that paperthe sizeof
squareor rectangularlabelsis maximized.It shouldbepossibleto improve someof thegiven
time bounds,but maybeit is moreinterestingto turn to othertarget functions:Canyou give
exact or approximatesolutionsfor maximizing the numberof points on a line that can be
labeledgiven�x ed-positionor sliding labels?
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Weight maximization. What aboutmaximizing the weight sum, if points have weights?
Thereis an article on weight maximizationgiven sliding unit-heightlabelsandpointson a
horizontalline [PSSW01], but in thatarticle labelsareintervals, i.e. they canonly beplaced
ontheline, notbothaboveandbelow. In spiteof thattheauthorsachieveonly a factor(1+ e)-
approximation.Canyougiveanexactalgorithmor show thattheproblemis NP-hard?Canyou
improveupontheirfactor(2+ e)-approximationfor pointsin theplane?Thereis apolynomial-
time approximationschememaximizingthenumberof labelsthat receive unit-heightlabels,
bothin thecaseof �x ed-position[AvKS98] andsliding labels[vKSW99].

Maximum (weight) independentset. This is relatedto the previous item. Erlebachet al.
recentlysettleda long-standingopenproblemby giving a polynomial-timeapproximation
schemefor maximum-weightindependentseton intersectiongraphsof axis-parallelsquares
[EJS01]. However, their resultdoesnot carryover to rectangles.Sofar only a factor-O(logn)
approximationalgorithmfor thisproblemis known [AvKS98, Itu99], but it seemsveryhardto
comeupwith anythingbetter.

9.2 Newproblems

I amcontinuingthelist with problemsthatI alwayswouldhavelikedto solvemyselfbut either
failedor didn't �nd thetime to...Thecombinationof graphdrawing andlabelplacementthat
is addressedunderthe title “Subway labeling” is the most importantopenproblemfrom a
practicalpointof view.

Subway labeling. Supposeyou are given the subway network of a city as a (geometric)
graph,anda setof directionsthatyoucanuseto draw thelines(e.g.0� , 45� , 90� ), how would
you draw the subway map?Thereis a very nice recentpaperon this problem[CdBvD+ 01].
However, it doesnot considertwo additionalproblems:

� How cansubwaystationsbemovedfrom their truegeometricpositionsto positionsthat
helpstraighteningthesubway lines?

� How cantheabove problem,which is a graph-drawing problem,becombinedwith the
problemof labelingthesubwaystations?

Any approachto combininggraphdrawing andlabelplacementwould beextremelyvaluable
for many practicalapplications,seeFigure9.2 for a beautifulexample.However, I am only
awareof one,very recentpublication[KM02] thattriesto tacklethis importantproblem.

The subway-labelingproblemcould of coursealsobe consideredin isolation:given a poly-
gonalareathat is delimitedby a few subway lines,how canyou labelall stationswithin this
area?Relatedliterature:thereis aheuristicfor labelinggraphdrawings[KT97] andapaperon
elasticlabels(i.e. labelsof �x edarea,but �e xible heightandlength)thatmustbeplacedon
theperimeterof amap[IL98].

Balloon Labeling. You aregivena (possiblyvery dense)setof pointsin theplaneandfor
eacha label(e.g.aunit disk).All pointsmustbelabeled,but in generaltherewon't beenough
spaceto attachthelabelsdirectly to their points.Thusyoumustuseso-calledleadersymbols,
straightline segmentsor arrows thatconnectapointwith its label.In otherwords:stringsthat
connectpointswith their balloons.Now youmightwantto minimize

� theaveragestringlength,
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Abbildung9.2:Thecommuter-trainnetwork of Copenhagen,seewww.dsb.dk/stog .
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� themaximumstringlength,or

� thesumof all stringlengths.

Deciding whethera point set can be labeledusing unit disks without leadersis NP-hard
[SW01], so you cannotexpect to �nd optimal algorithmsfor theseproblems.Canyou �nd
approximationsor goodheuristics?An incrementalheuristicthatis beingusedby asmallGIS
company nearGreifswald is basedonaphysicalmodel:youhaverepellingforcesbetweenthe
labels(asbetweenelectrons)andattractingforcesbetweenapointandits label(asbetweenan
electronanda proton).Any solutionto this problemshouldbeimplementedandcomparedto
thisheuristicon real-world data.

Besidesthedirectapplication,e.g.for labelingdensescatterplotsor oil drill-holes(see[Zor97]
for examples),solutionsto this problemmight alsobe usedfor labelingsmall areasof land,
e.g.in land-useor geologicalmaps.In thatcaseagoodrepresentativepoint for eachareamust
bedeterminedbeforeapplyingtheballoon-labelingprogram.

Interacti ve 3D-labeling. You have a 3D-objectthat the usercanrotateinto variousdirec-
tions.Somepointson this objectarelabeledso that the useralwaysknows which part (s)he
sees.You mustanticipatepossiblecollisionsbetweenlabelsandthenshift themsmoothlyin
sucha way that they never overlap(too much).Labelsthat aredistantfrom the usershould
becomesmallerandmightalsohave a lowerpriority thancloserlabels.

Ar ea labeling. Although this problemis not new of course,thereis no “nice” geometric
algorithmfor it so far. Previousattemptseithersimply computethemaximum-sizeinscribed
rectangleof givenaspectratio [vR89, AIK89] or computeanestimateof a goodbaselinefor
the label text. Thebaselineis eitherderivedfrom themedialaxis [AF84] or it is theresultof
anincrementalprocessthatgeneratesandthenevaluatesarcsbetweenpairsof pointsonagrid
thatgets�ner in eachiteration[PF96].

Layer labeling. Supposeyouwantto labelpointswith given�x ed-sizelabels,but youcannot
placeall of them,thenyou could partition the points into several layers(asin a geographic
informationsystemsor in VLSI layout)andthenlabeleachlayerseperately, suchthat labels
of onelayerdon't intersectwhile labelsof differentlayersmay. Whatis theminimumamount
of layers(or screensbetweenwhich theusercanswap)?Sincetheone-layerproblemis NP-
hard[FW91], youwill have to look for approximationalgorithms.

67



Autorenverzeichnis

Kathrin Bach
Studienrichtung:LehramtGymnasiumMathematik& Latein
10.Semester
UniversitätGreifswald
Email: kathrinbach@hotmail.com

Kristina Hanig
Studienrichtung:MathematikDiplom
8. Semester
UniversitätGreifswald
Email: kh970325@uni-greifswald.de
WWW: http://www.math-inf.uni-greifswald.de/~hanig

Tim Hoffmann
Studienrichtung:LehramtGymnasiumGeogra�e& Mathematik
10.Semester
UniversitätGreifswald
Email: Tim.G.Hoffmann@web.de
WWW: http://www.der-huehnerhabicht.de/tim

WolfgangKr esse
Professorfür Fotogrammmetrie,Geo-Informationssysteme(GIS),Kartogra�e undFernerkun-
dung
FachbereichBauingenieur- undVermessungswesen
FachhochschuleNeubrandenburg
Email: kresse@fh-nb.de
WWW: http://www.fh-nb.de/forschung/vermess/3.asp

Julia Löcherbach
Studienrichtung:BiomathematikDiplom
4. Semester
UniversitätGreifswald
Email: Julia.Loecherbach@gmx.de
WWW: http://mitglied.lycos.de/julial49

Paul Rosenthal
Studienrichtung:MathematikDiplom
2. Semester
UniversitätGreifswald
Email: paulrosee@web.de

68



SteffenRudnick
Studienrichtung:MathematikDiplom
2. Semester
UniversitätGreifswald
Email: Steffen.Rudnick@gmx.de

Peter Schreiber
Professorfür GeometrieundGrundlagenderMathematik
Institut für MathematikundInformatik
UniversitätGreifswald
Email: schreibe@uni-greifswald.de
WWW: http://sun-10.math-inf.uni-greifswald.de/logik/schreiber

Michael Thon
Studienrichtung:MathematikDiplom
4. Semester
UniversitätGöttingen
Email: mithon42@gmx.de

Alexander Wolff
WissenschaftlicherAssistent
Institut für MathematikundInformatik
UniversitätGreifswald
Email: awolff@uni-greifswald.de
WWW: http://www.math-inf.uni-greifswald.de/~awolff

69



Literatur verzeichnis

[AF84] AHN, JOHN und HERBERT FREEMAN: A programfor automaticnameplace-
ment. Cartographica,21(2–3):101–109,1984.

[AIK89] AONUMA , HIROMI, HIROSHI IMAI undYAHIKO KAMBAYASHI: A Visual Sy-
stemof Placing Characters Appropriately in MultimediaMap Databases. In:
KUNI I , T. L. (Herausgeber):Proc. IFIP TC 2/WG2.6Working Conferenceon
VisualDatabaseSystems, Seiten525–546.North-Holland,1989.

[AvKS97] AGARWAL , PANKAJ K., MARC VAN KREVELD und SUBHASH SURI: Label
Placementby MaximumIndependentSet in Rectangles. In: Proceedingsof
the9th CanadianConferenceon ComputationalGeometry(CCCG'97), Seiten
233–238,1997.

[AvKS98] AGARWAL , PANKAJ K., MARC VAN KREVELD und SUBHASH SURI: Label
placementby maximumindependentsetin rectangles. ComputationalGeome-
try: TheoryandApplications,11:209–218,1998.

[Bri92] BRIESKORN, EGBERT (Herausgeber):Katalog der Ausstellung:Felix Haus-
dorff – Paul Mongré 1868–1942(Bonn,1992). MathematischesInstitut der
RheinischenFriedrich-Wilhelms-UniversitätBonn,1992.

[BW00] BRANDES, ULRIK undDOROTHEA WAGNER: VisualisierungvonVerkehrsda-
ten. DMV-Mitteilungen,1:11–15,2000.

[Cc99] CHAZELLE, BERNARD und 36 CO-AUTHORS: TheComputationalGeometry
ImpactTaskForceReport. In: CHAZELLE, B., J. E. GOODMAN undR. POL-
LACK (Herausgeber):Advancesin DiscreteandComputationalGeometry, Band
223,Seiten407–463.AmericanMathematicalSociety, Providence,1999.

[CdBvD+ 01] CABELLO, SERGIO, MARK DE BERG, STEVEN VAN DI JK, MARC VAN KRE-
VELD undTYCHO STRIJK: Schematizationof RoadNetworks. In: Proceedings
of the17thAnnualACM Symposiumon ComputationalGeometry(SoCG'01),
Seiten33–39,Medford,MA, 2001.

[CLR96] CORMEN, THOMAS H., CHARLES E. LEISERSON und RONALD L. RIVEST:
Introductionto Algorithms. MIT Press,Cambridge,MA, 16.Auflage,1996.

[CMS95] CHRISTENSEN, JON, JOE MARKS und STUART SHIEBER: An Empirical Stu-
dy of Algorithmsfor Point-Feature Label Placement. ACM Transactionson
Graphics,14(3):203–232,1995.

[Dan51] DANTZIG, GEORGE B.: Maximizationof a Linear Functionof VariablesSub-
ject to Linear Inequalities. In: T. C. KOOPMANS (Herausgeber):Activity Ana-
lysisof ProductionandAllocation, Seiten339–347.JohnWiley & Sons,New
York, 1951.

70



[DETT98] DI BATTISTA , GIUSEPPE, PETER EADES, ROBERTO TAMASSIA und IOAN-
NIS G. TOLLIS: Graph Drawing: Algorithmsfor the Visualizationof Graphs.
Prentice-Hall,UpperSaddleRiver, New Jersey 07458,U.S.A,Juli 1998.

[DMM + 97] DODDI , SRINIVAS, MADHAV V. MARATHE, ANDY M IRZAIAN, BER-
NARD M.E. MORET und BINHAI ZHU: Map labelingand its generalizations.
In: Proceedingsof the8thACM-SIAMSymposiumonDiscreteAlgorithms(SO-
DA'97), Seiten148–157,New Orleans,LA, 4.–7.Januar1997.

[DMM02] DODDI , SRINIVAS, MADHAV V. MARATHE und BERNARD M.E. MORET:
Point SetLabelingwith Speci�edPositions. InternationalJournalof Compu-
tationalGeometryandApplications,12(1–2):29–66,2002.

[DQZ01] DUNCAN, ROB, JIANBO QIAN undBINHAI ZHU: Polynomialtimealgorithms
for three-labelpoint labeling. In: Proc. 7th Annual InternationalComputing
andCombinatoricsConf. (COCOON'01), Band2108derReiheLecture Notes
in ComputerScience, Seiten191–200,Guilin, 20.–23.August2001.Springer-
Verlag.

[EJS01] ERLEBACH, THOMAS, KLAUS JANSEN und EIKE SEIDEL: Polynomial-time
approximation schemesfor geometricgraphs. In: Proceedingsof the 12th
ACM-SIAM Symposiumon Discrete Algorithms(SODA'01), Seiten671–679,
Washington,DC, 7.–9.Januar2001.

[EM81] EDELSBRUNNER, HERBERT undHERMANN A. MAURER: Ontheintersection
of orthogonalobjects. Inform. Process.Lett., 13:177–181,1981.

[FM37] FÜLÖP-M ILLER, RENÉ: Kulturgeschichte der Heilkunde. Bruckmann,Mün-
chen,1937.

[Fou00] FOURER, ROBERT: Linear Programming Frequently Asked Questions.
http://www-unix.mcs.anl.gov/otc/Guide/faq/linear-programming -
faq.html . OptimizationTechnologyCenterof NorthwesternUniversity and
ArgonneNationalLaboratory, 2000.

[FPT81] FOWLER, ROBERT J., M ICHAEL S. PATERSON und STEVEN L. TANIMOTO:
Optimal Packing and Covering in the Plane are NP-Complete. Information
ProcessingLetters,12(3):133–137,1981.

[FW91] FORMANN, M ICHAEL und FRANK WAGNER: A Packing Problemwith Appli-
cationsto Letteringof Maps. In: Proc.7thAnnu.ACM Sympos.Comput.Geom.
(SoCG'91), Seiten281–288,1991.

[GIM+ 01] GARRIDO, MARI ÁNGELES, CLAUDIA ITURRIAGA, ALBERTO MÁRQUEZ,
JOSÉ RAMON PORTILLO, PEDRO REYES und ALEXANDER WOLFF: Labe-
ling SubwayLines. In: EADES, PETER undTADAO TAKAOKA (Herausgeber):
Proc. 12th Annual InternationalSymposiumon Algorithmsand Computation
(ISAAC'01), Band2223der ReiheLecture Notesin ComputerScience, Seiten
649–659,Christchurch,19.–21.Dezember2001.Springer-Verlag.

[Gom58] GOMORY, RALPH E.: Outline of an algorithm for integer solutionsto linear
programs. Bulletin of theAmericanMathematicalSociety, 64:275–278,1958.

[HTC92] HSIAO, JU YUAN, CHUAN Y I TANG undRUAY SHIUNG CHANG: Anef�cient
algorithmfor �nding a maximumweight2-independentseton interval graphs.
InformationProcessingLetters,43(5):229–235,Oktober1992.

71



[IL98] ITURRIAGA , CLAUDIA und ANNA LUBIW: Elastic Labelson the Perimeter
of a Rectangle. In: WHITESIDES, SUE H. (Herausgeber):Proceedingsof the
SymposiumonGraphDrawing(GD'98), Band1547derReiheLectureNotesin
ComputerScience, Seiten452–453.Springer-Verlag,13.–15.August1998.

[Imh62] IMHOF, EDUARD: Die Anordnungder Namenin der Karte. In: International
Yearbookof Cartography, Seiten93–129,BonnBadGodesberg, 1962.Kirsch-
baum.

[Imh75] IMHOF, EDUARD: PositioningNameson Maps. The AmericanCartographer,
2(2):128–144,1975.

[Itu99] ITURRIAGA , CLAUDIA: Map LabelingProblems. Doktorarbeit,Universityof
Waterloo,1999.

[Kan39] KANTOROVICH, LEONID V.: Mathematicalmethodsof organizingand plan-
ning production. UniversitätLeningrad,1939.EnglischeÜbersetzungerschie-
nenin ManagementScience,6:366–422,1960.

[Kar84] KARMARKAR, NARENDRA K.: A new polynomial–timealgorithm for linear
programming. Combinatorica,4:373–395,1984.

[KM72] KLEE, V ICTOR undGEORGE J. M INTY: How goodis thesimplex algorithm?
In: SHISHA , O. (Herausgeber):InequalitiesIII , Seiten159–175.Academic
Press,New York, 1972.

[KM00] KLAU, GUNNAR W. und PETRA MUTZEL: Optimal Labelling of Point Fea-
turesin the Slider Model. In: DU, D.-Z., P. EADES, V. ESTIVILL-CASTRO,
X. L IN undA. SHARMA (Herausgeber):Proc.6th AnnualInternationalCom-
puting and CombinatoricsConf. (COCOON'00), Band 1858 der ReiheLec-
ture Notesin ComputerScience, Seiten340–350,Sydney, 26.–28.Juli 2000.
Springer-Verlag.

[KM02] KLAU, GUNNAR W. undPETRA MUTZEL: AutomaticLayoutandLabellingof
StateDiagrams. In: Mathematics—Key Technology for the Future. Springer-
Verlag,Berlin, 2002.Erscheintin Bälde.

[Knu63] KNUTH, DONALD: Computer-DrawnFlowcharts. Commun.Assoc.Comput.
Mach.,6:555–563,1963.

[Kre94] KRESSE, WOLFGANG: PlazierungvonSchrift in Karten. Doktorarbeit,Hohe
LandwirtschaftlicheFakultätder RheinischenFriedrich-Wilhelms-Universität,
Bonn,Mai 1994.ErhältlichalsHeft 23derSchriftenreihedesInstitutsfür Kar-
tographieundGeoinformation.

[KT97] KAKOULIS, KONSTANTINOS G. und IOANNIS G. TOLLIS: An Algorithm for
LabelingEdgesof Hierarchical Drawings. In: Proceedingsof theSymposium
on GraphDrawing(GD'97), Band1353derReiheLecture Notesin Computer
Science, Seiten169–180.Springer-Verlag,1997.

[KW01] KAUFMANN, M ICHAEL undDOROTHEA WAGNER: Drawinggraphs:methods
andmodels, Band2025derReiheLectureNotesin ComputerScience. Springer-
VerlagInc.,New York, NY, USA, 2001.

[LD60] LAND, A. H. und A. G. DOIG: An automaticmethodof solvingdiscretepro-
grammingproblems. Econometrica,28:497–520,1960.

72



[MBH+ 95] MARATHE, MADHAV V., HEINZ BREU, HARRY B. HUNT I I I, S.S. RAVI und
DANIEL J. ROSENKRANTZ: SimpleHeuristicsfor Unit DiskGraphs. Networks,
25:59–68,1995.

[McC85] MCCREIGHT, EDWARD M.: Priority search trees. SIAM Journalon Compu-
ting, 14(2):257–276,1985.

[Mor80] MORRISON, JOEL L.: ComputerTechnology and Cartographic Change. In:
TAYLOR, D.R.F. (Herausgeber):TheComputerin Contemporary Cartography.
J.HopkinsUniv. Press,New York, 1980.

[MS91] MARKS, JOE und STUART SHIEBER: TheComputationalComplexity of Car-
tographicLabelPlacement. TechnischerBerichtTR-05-91,HarvardCS,1991.

[PF96] PINTO, ITZHAK und HERBERT FREEMAN: The Feedback Approach to Car-
tographic Areal Text Placement. In: PERNER, P., P. WANG und A. ROSEN-
FELD (Herausgeber):Advancesin Structural andSyntacticalPatternRecogni-
tion, Seiten341–350.Springer-Verlag,New York, 1996.

[PSSW01] POON, SHEUNG-HUNG, CHAN-SU SHIN, TYCHO STRIJK und ALEXANDER

WOLFF: LabelingPointswith Weights. In: Proc. 17thEuropeanWorkshopon
ComputationalGeometry(CG'01), Seiten97–100,Berlin, 26.–28.März2001.

[QWXZ00] QIN, ZHONGPING, ALEXANDER WOLFF, Y INFENG XU und BINHAI ZHU:
New Algorithmsfor Two-LabelPoint Labeling. In: PATERSON, M IKE (Her-
ausgeber):Proc. 8th Annu.Europ. Symp.on Algorithms(ESA'00), Band1879
der ReiheLecture Notesin ComputerScience, Seiten368–379,Saarbrücken,
5.–8.September2000.Springer-Verlag.

[QZ02] QIN, ZHONGPING und BINHAI ZHU: A factor-2 approximationfor labeling
pointswith maximumsliding labels. In: Proc. 8th ScandinavianWorkshopon
AlgorithmTheory(SWAT'02), LectureNotesin ComputerScience,Turku, 3.–
5. Juli 2002.Springer-Verlag.Erscheintin Bälde.

[Rai98] RAIDL , GÜNTHER: A GeneticAlgorithmfor LabelingPoint Features. In: Proc.
of the Int. Conferenceon Imaging Science, Systems,and Technology, Seiten
189–196,LasVegas,NV, Juli 1998.

[Rai99] RAIDL , GÜNTHER: An EvolutionaryApproach to Point-Feature Label Place-
ment. In: BANZHAF, W., J. DAIDA, A.E. EIBEN, M.H. GARZON, V. HONA-
VAR, M. JAKIELA undR.E. SMITH (Herausgeber):Proceedingsof theGenetic
and EvolutionaryComputationConference(GECCO'99), Seite807. Morgan
Kaufmann,Juli 1999.

[Rum98] RUMPLMAIER, WOLFGANG: OptimierungvonLabelanordnungenmit Geneti-
schenAlgorithmenundSimulatedAnnealing. Diplomarbeit,Instituteof Com-
puterGraphics,ViennaUniversityof Technology, April 1998.

[Sch75] SCHREIBER, PETER: Theorieder geometrischen Konstruktionen. Deutscher
VerlagderWissenschaften,Berlin, 1975.

[Sch84] SCHREIBER, PETER: GrundlagenderkonstruktivenGeometrie. DeutscherVer-
lagderWissenschaften,Berlin, 1984.

[Sch91] SCHREIBER, PETER: GeneralizedConstructionProblems. Zeitschrift für Ma-
thematischeLogik undGrundlagenderMathematik,37:57–62,1991.

[Sch92] SCHREIBER, PETER: KartographiealsdarstellendeGeometrie. Mathematikin
derSchule,7/8:427–432,1992.

73



[Sch96] SCHREIBER, PETER: On a ConstructiveProperty of Poincaré's Model of
the HyperboleanPlane. In: GREFFE, JEAN-LOUIS, GERHARD HEINZ-
MANN und KUNO LORENZ (Herausgeber):Akten des InternationalenKon-
gresses:Henri Poincaré:WissenschaftundPhilosophie(Nancy1994), Publika-
tionendesHenri-Poincaré-Archivs,Seiten259–263,Paris/Berlin,1996.Albert
Blanchard/Akademie-Verlag.

[SK02] SPRIGGS, M ICHAEL J. und J. MARK KEIL: A New Boundfor Map Labeling
with UniformCirclePairs. InformationProcessingLetters,81(1):47–53,2002.

[Sok93] SOKOP, BRIGITTE: Stammtafelneuropäischer Herrscherhäuser. Böhlau-
Verlag,Wien,1993.3. Au�age.

[SRW+ 81] SONNEMANN, R., S. RICHTER, H. WOLFFGRAMM, G. BUCHHEIM und
H. ESCHWEGE (Herausgeber):AllgemeineGeschichtederTechnikvondenAn-
fängenbis1870. Fachbuchverlag,Leipzig,1981.

[SW01] STRIJK , TYCHO undALEXANDER WOLFF: LabelingPointswithCircles. Inter-
nationalJournalof ComputationalGeometryandApplications,11(2):181–195,
April 2001.

[Tut63] TUTTE, WILL IAM T.: How to Draw a Graph. Proc.London Mathematical
Society, 13:743–768,1963.

[VA99] VERWEIJ, BRAM undKAREN AARDAL: AnOptimisationAlgorithmfor Maxi-
mumIndependentSetwith Applicationsin Map Labelling. In: Proc.7th Annu.
Europ. Symp.on Algorithms(ESA'99), Band1643derReiheLecture Notesin
ComputerScience, Seiten426–437,Prague,16.–18.Juli 1999.Springer-Verlag.

[vD01] DI JK , STEVEN VAN: GeneticAlgorithmsfor Map Labeling. Doktorarbeit,Ut-
rechtUniversity, Departmentof ComputerScience,November2001.

[vDTdB99] DI JK , STEVEN VAN, DIRK THIERENS undMARK DE BERG: On theDesignof
GeneticAlgorithmsfor GeographicalApplications. In: BANZHAF, W., J. DAI-
DA, A.E. EIBEN, M.H. GARZON, V. HONAVAR, M. JAKIELA undR.E. SMITH

(Herausgeber):Proceedingsof theGeneticandEvolutionaryComputationCon-
ference(GECCO'99), Seiten188–195.MorganKaufmann,Juli 1999.

[vDTdB00] DI JK , STEVEN VAN, DIRK THIERENS und MARK DE BERG: Scalabilityand
Ef�ciency of GeneticAlgorithmsfor GeometricalApplications. In: SCHOE-
NAUER, MARC, KALYANMOY DEB, GUNTER RUDOLPH, X IN YAO, EVELYNE

LUTTON, JUAN JULIAN MERCELO und HANS-PAUL SCHWEFEL (Herausge-
ber): Proc. Parallel ProblemSolvingfrom Nature (PPSNVI), Band1917der
ReiheLecture Notesin ComputerScience, Seiten683–692,Paris, September
2000.Springer-Verlag.

[vKSW99] KREVELD, MARC VAN, TYCHO STRIJK undALEXANDER WOLFF: Point La-
belingwith SlidingLabels. ComputationalGeometry:TheoryandApplications,
13:21–47,1999.

[vR89] ROESSEL , JAN W. VAN: An Algorithmfor LocatingCandidateLabelingBoxes
within a Polygon. TheAmericanCartographer, 16(3):201–209,1989.

[WS96] WOLFF, ALEXANDER und TYCHO STRIJK: TheMap-LabelingBibliography.
www.math-inf.uni-greifswald.de/map-labeling/bibliography , 1996.

74



[WTX00] WOLFF, ALEXANDER, M ICHAEL THON und Y INFENG XU: A BetterLower
Boundfor Two-CirclePoint Labeling. In: LEE, D.T. (Herausgeber):Proc.11th
AnnualInternationalSymposiumon AlgorithmsandComputation(ISAAC'00),
Band1969derReiheLectureNotesin ComputerScience, Seiten422–431,Tai-
pei,18.–20.Dezember2000.Instituteof InformationScience,AcademiaSinica,
Springer-Verlag.

[WTX02] WOLFF, ALEXANDER, M ICHAEL THON undY INFENG XU: ASimpleFactor- 2
3

ApproximationAlgorithmfor Two-Circle Point Labeling. InternationalJournal
of ComputationalGeometryandApplications,2002.Erscheintin Bälde.Siehe
auch[WTX00].

[WW95] WAGNER, FRANK und ALEXANDER WOLFF: Map LabelingHeuristics:Pro-
vablyGoodandPracticallyUseful. In: Proc.11thAnnu.ACM Sympos.Comput.
Geom.(SoCG'95), Seiten109–118,Vancouver, 5.–7.Juni1995.

[WW97] WAGNER, FRANK undALEXANDER WOLFF: A PracticalMapLabelingAlgo-
rithm. ComputationalGeometry:TheoryandApplications,7:387–404,1997.

[WWKS01] WAGNER, FRANK, ALEXANDER WOLFF, V IKAS KAPOOR undTYCHO STRI-
JK: ThreeRulesSuf�ce for GoodLabel Placement. Algorithmica,30(2):334–
349,2001.

[Yoe72] YOELI , PINHAS: TheLogic of AutomatedMap Lettering. The Cartographic
Journal,9:99–108,1972.

[Zor97] ZORASTER, STEVEN: Practical ResultsUsing SimulatedAnnealingfor Point
Feature LabelPlacement. Cartography andGIS,24(4):228–238,1997.

[ZQ02] ZHU, BINHAI undZHONGPING QIN: New ApproximationAlgorithmsfor Map
Labelingwith SlidingLabels. Journalof CombinatorialOptimization,6(1):99–
110,2002.

[Zus01] ZUSE, KONRAD: Der Computer– Mein Lebenswerk. Springer-Verlag,Heidel-
berg, 2001.

75


